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第 一 章 “” 交换 环 和 它 的 某 些 性 质 


我 们 假定 读者 在 近世 代数 课程 中 已 经 学 过 环 的 基本 知识 ， 如 
环 的 定义 , 子 环 ,理想 , 商 环 , 环 的 同 态 和 辐 构 , 环 的 同 态 共 本 定理 ， 
环 的 直 和 ,中 国 剩余 定理 ,多项式 环 ， 主 理想 环 以 及 唯一 因子 分 解 
整 环 甸 等 ,在 这 一 章 里 我 们 简要 地 介绍 交换 环 的 某 些 性 质 ,其 上 自 的 
主要 是 明确 我 们 在 本 书 中 采用 的 一 些 术 语 ， 同 时 也 介绍 某 些 新 知 
识 ( 素 理想 和 极 大 理想 ,理想 的 扩张 和 限制 , 环 的 大 根 与 小 根 等 )， 
如 不 声明 ,本 书 中 的 环 均 指 是 具有 乏 元 素 的 交换 环 ， 


$ 1.1 理想 的 运算 


设 " 和 是 环 五 的 理想 , 则 

a+b={a+b|laEa,bEb} 
也 是 环 E 的 理想 ， 叫 作 是 理想 as 和 6 的 和 ， 这 也 是 环 R 中 同时 
包含 a 和 6 的 最 小 理想 ， 如 果 a+b 二 R, 则 称 理想 a 与 b 互 案 . 
类 似 地 , 对 于 环 B 的 任意 一 个 理想 族 a(iE 7T)， 其 中 了 可 以 是 有 
限 或 无 限 集合 , 则 定义 它们 的 和 为 

并 = {于 olaiEa(iE7), 并 且 只 有 有 限 个 ae0]. 

这 是 环 R 中 包含 所 有 a.(iE 7) 的 最 小 理想 . 

另 一 方面 ,对 于 环 R 的 任意 理想 族 a(i E71) ,它们 的 (集合 论 
的 ) 交 [| 4; 是 RB 的 理想 , 叫 作 是 诸 理 想 a:(iET) 的 交 ， 它 显然 是 
包含 在 每 个 理想 a,(iE7) 之 中 的 最 大 理想 

设 a 和 4b 是 环 的 两 个 理想 ,集合 

ab= | 有限 和 于 obilaiEapcb | 


Er i 


也 是 环 丸 的 理 扎 , 叫 作 是 理想 a 与 b 的 积 . 由 于 是 交换 环 , 容 
易 推 得 理想 的 积 运 算 满 足 交 换 律 , 妈 ab6 二 ba。 并且， 任意 有 限 多 


个 理想 QA, ° 0, 的 磁 积 是 
QQ2" "0Qn 一 | 有 限 和 于 owas ‘anilaEa,(l< jn) | 


特别 地 .对 于 理想 a 可 以 定义 它 的 竹 9 :aa an 个 )， 而 规定 
Qu 一 至. 

易 知 ab 三 a 站 b ,但 是 反 过 来 则 不 一 定 成 立 (网 习题 5) 

设 a 和 bb 是 环 的 两 个 理想 ,定义 a 对 于 6 的 商 为 

(0:bp)=—={zERIrbSEa}, 
其 中 x6 一 {x215E6}。 易 知 (a:b) 是 的 理 籽 ,而 当 a 或 b 是 主 
理想 时 ,好 a=(a) 二 a 如 ,6 一 (5)==8R(a,0E BR) 时 ,我 们 也 记 成 
(a:b):=((0):6), (a:65)= (a:(0)). 

桂 别 地 ， 

(0:b)—={x ERIzb=(0)}={x€ RIbr=0, 对 每 个 Eb}. 
我 们 把 C0:6b) 叫 作 是 b 的 零 化 理想 ,并 且 表 示 成 Ann(b)， 而 对 环 
?中 的 每 个 元 素 4 ,a 的 零 化 理想 即 指 为 主 理想 (4) = 二 aB 的 零 化 
理想 , 记 成 Ann(a)， 于 是 

Ann(a)=(0:a)={x ERira=0)}. 

如 果 Ann(a) 六 (0)， 我 们 称 a 是 环 BR 中 的 一 个 零 因 子 ， 换 
句 话 说,a 是 环 BR 的 零 因 子 , 当 且 仅 当 存 在 五 中 非 零 元 素 5, 使 得 
a20 一 0. 对 于 每 个 非 震 环 卫 ( 邑 RER 六 (0)), 0 显然 是 一 个 零 因 子 ,如 
采 环 及 六 (0) 并 且 没 有 0 以 外 的 零 因子 ,我 们 便 称 B 是 一 个 整 环 . 

以 上 我 们 介绍 的 理想 之 间 的 运算 (和 ,有 交 , 积 , 商 ) 均 是 同一 个 
环 ER 内 理想 之 如 的 运算 . 现在 谈 不 同 环 中 理想 之 间 的 运算 ;理想 
的 扩张 和 限制 ， 设 4 和 已 是 两 个 环 ，F 太 :4 一 五 是 环 的 同 态 ， 如 果 
0 为 4 的 理想 . 则 集合 (09) 一 般 不 必 为 B 的 理想 ( 试 举 一 例 )， 我 
们 把 了 (9) 在 8 中 所 生成 的 理想 


1(o0B= 情 限 和 己 wy | wmEFo ,yiE 可 | 


叫 作 是 4 中 理想 0( 通 过 同 态 1) 到 环 B 中 的 扩张 .或 者 叫 作 是 a 
在 B 中 的 扩张 理想 ,表示 成 a"， 田 一 方面 ,如 果 b 是 环 B 的 理想 ， 
则 

fi(b)={a€E A|f(a) Ep} 
必然 是 环 4 的 理想 ( 试 证 明之 ) , 称 作 是 环 妃 中 理想 50( 通 过 同 态 力 ) 
到 环 4 中 的 限制 ,或 者 叫 作 是 8 在 4 中 的 限制 理想 ， 表 示 成 5 
我 们 注意 ,理想 的 扩张 和 限制 运算 不 仅 与 环 4 和 BB 有 关 , 而 且 是 依 
赖 填 某 个 环 同 态 f:4 一 B 的 . 特别 车 4 是 B 的 一 个 子 环 ， 而且 
:4 一 B 吓 包 含 映射 ‘有 即 对 于 每 个 4€4, 令 f(a) 一 a€ B)， 则 
a°=aB,b’:=b(N\4. 


上 面 所 介绍 的 理想 之 间 的 各 种 运算 具有 一 些 简单 的 性 质 。 这 
些 性 质 几 平均 可 由 运算 的 定义 直接 推出 ， 我 们 将 它们 全 部 作为 习 
匮 列 在 下 面 ， 


习 题 


1. 环 尺 中 理想 的 和 、 交 , 积 运算 均 满足 交换 律 与 结合 律 ， 并 且 有 如 下 的 
分 配 律 ， 设 a,5, 为 RR 的 理想 , 则 
af(b-c 一 ab 十 Qt。 
2. 设 4,b,t,Q;,b; 均 为 环 ER 的 理想 , 则 
Aa:b), a:b)bEa, 
((a:b):c) 一 (a:bc) 一 ((a:c):b)。 
(a:(b+e))=(a:b) NN (a: e), 


(na )= MN Cai:0), (a: 356: )= NN Ca:0). 

iel ief iet /il 

3. 设 f 有 4 一 B 为 环 的 同志 ,a 和 8 分 别 是 环 4 和 B 中 的 理想 ,求证 ， 
ee 3 。 


(1) asace,b 三 bb 一 bo 二 ar 
(2) 以 C 表示 4 中 全 部 限制 理想 ， 以 歼 表 示 B 中 爹 部 扩张 理想 , 即 
C=={b*|b 为 环 B 的 理想 }，B 二 {a | a 为 环 4 的 理想 }. 
则 了 :CC 一 EE，aPa* 和 gi: 一 C,br3b* 是 互 道 的 喘 射 。 从 而 给 出 集合 C 和 集 
合 耳 之 间 的 一 一 对 应 。 
4. 设 f :4 一 B 为 环 的 同 态 ,a,,a; 为 4 的 理想 ,bi,b, 为 B 的 理想 ， 则 


《dl 十 so) 一 Q1 十 a2， (b, 士 pb) 之 0 十 pz。 
(aNa)’ SatNat, (bb)=bi/ 86. 
(Qa102)°=arat, (bb,.) bbs, 


(qa) Sar:a), (bi:b) Ss(b?:bs). 


并 且 举 例 说 明 以 上 诸 式 中 的 三 或 三 一 般 均 不 能 改 成 等 号 . 

5， 设 世 为 整数 环 ,m,nEZ,m,n 之 0,4 一 nZ,b 二 mzZ， 求 证 

(1) a+b=(m,n)Z,anp=[m,%n 忆 ,ab= 二 mnZ, 其 中 m,n) 和 [m,n] 分 
别 表示 mr 和 2 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 ， 

(2) a 和 上 b 互 素 € 坟 (m,n) 一 1€->anp=ab., 

(3) (a:b)=gZ， 其 中 gn/(n，m) 

6， 一 般 地 ， 设 4 和 6b 是 环 呈 的 两 个 理想 ， 则 ，a 与 0 互 素 人 am 门 b 一 
ab 

7. (中 国 剩余 定理 ) 设 a……a，* 是 环 玉 的 nn 个 理想 ,并 且 它 们 两 两 互 
素 。 求 证 有 环 的 同 构 

fiR/aN- Noa,SR/ABR/a.PB.….BR/a,, 

rz(mod a Na P(rmod a), rmod a,),..:,X(moda,)), 
其 中 甸 表 示 环 的 直 和 ,而 对 每 个 理想 a 和 x ER, 我 们 以 x(moda) 表示 4 在 
高 环 /a 中 的 标准 间 态 象 . 


$1.2 于 理想 和 航 大 理想 


设 瑟 是 非 震 环 ,总 中 的 理想 了? 叫 作 是 素 理 想 ， 是 指 它 满足 以 
下 两 个 条 件 ， 
(i) PR, 


es 4 »* 


(ii) 如 果 a,b5E BR,abEP, 则 a EP 或 者 6EP， 

而 BR 中 理想 m 由 作 是 极 大 理想 ,是 指 它 满足 以 下 两 个 条 件 ， 

(i’) mSR, 

(ii’) m 和 有 之 间 不 存在 B 的 理想 . 换 句 话说 ,如果 9 是 并 
中 的 理想 并 且 mSaSR 则 a= 二 m 或 者 0 一下。 

定理 1 设 a 是 非 零 环 五 的 理想 , 则 

(1) a 为 R 的 素 理 想 <- 访 商 环 BR/a 是 整 环 ; 

(2) a 为 R 的 极 大 理想 艺 瀛 商 环 R/a 是 域 . 

证 明 (1) 车 a 为 忍 的 素 理 想 ， 则 a 关 眉 ， 从 而 /a 不 是 零 
环 .进而 , 设 了 ,YER/a(x,yER), 并 且 x¥.y=0€E R/a, 则 wy 二 到 
.了 一 0, 从 而 xy Eq。 由 于 9 为 素 理 想 , 从 而 ?Ea 或 者 YEa， 即 
元 =0 或 者 了 =0。 这 就 表明 R/a 中 没有 非 零 的 零 因 子 , 即 R/a 是 
整 环 ， 反 过 来 ,如 果 R/a 为 整 环 , 则 BR/a 六 (0), 即 a 六 RR。 进而 ， 
如 果 x,yER,xzyEa, 则 Ty 二 zy 二 6E€R/a, 由 于 R/a 是 整 环 ,从 
而 ==0 或 者 7 了 一 0, 即 x Ea 或 者 yE4，, 这 就 表明 a 是 RB 的 素 理 
想 . 

(2) 车 a 为 的 极 大 理想 , 则 RBR/a 六 (0) ,并且 对 于 BR/a 中 每 
个 非 零 元 素 T( 即 5 六 0,xEBR), 则 xz 和 &a。 于 是 由 x 和 a 所 生成 
的 理想 zxR+a 大 于 a。 由 4a 的 极 大 性 即 知 z+a=R。 由 于 1€ 
R, 从 而 存在 ?YER 和 aEa, 使 得 x*7+4a=1，。 因 此 :7= zx? 一 
1 一 a=1 一 4 二 1 一 0 二 1 € R/a， 这 就 表明 非 零 商 环 R/a 中 每 个 非 
零 元 素 * 均 有 乘法 逆 元 素 。 于 是 R/a 为 域 . 反 过 来 ,如 果 R/a 为 
域 , 则 BR/a 六 (0) ,于 是 a 六 R。 进 而 ,假设 6 为 马 的 理想 并 且 aS 
b 守 RR，。 如果 a 六 6b, 则 有 %E6b,x 人 a。 从 而 在 BR/a 中 丈 关 0。 由 于 
R/a 为 域 ,于 是 有 ?ER， 使 得 X71, 即 zx7 一 1 Eq， 于 是 1€zxr 
+0CxR+aCSb, 这 就 表明 6b 一， 从 而 a 是 请 的 极 大 理想 .| 

注 记 1. 我 们 知道 , 域 中 非 零 元 素 x 均 有 乘法 逆 元 素 ， 从 而 
不 为 毒 因子 (zr 二 0 沪 7= 二 zw7 = 二 0)， 这 表明 域 必 是 整 环 ， 于 是 


由 定理 1 可 知 , 环 8 的 每 个 极 大 理想 必然 是 内 理想 。 但 是 反 过 来 ， 
素 理 想 不 一 定 是 极 大 理想 。 例 如 ,对 于 多 项 式 环 RR 二 Z[xz], (x) 为 
过 理想 ,从 而 ZLxj/(x) 硅 Z 是 整 环 ,但 是 世 不 为 域 ,从 而 (7x) 不 是 
R 的 极 大 理想 。 事实 上 我 们 有 (x%)C(2,x)CZ[xzj, 而 (2,z) 为 
ZLz] 的 极 大 理想 ,因为 商 环 Z[x]/(2,zx) 宇 Z/2 Z 是 二 元 域 . 

2. 由 定理 1 可知 ，(0) 为 环 刀 的 素 理 想 擂 > 下 为 整 环 ; (0) 
为 五 的 极 大 理想 拟 汪 > 五 为 域 . 


人 们 自然 会 提出 一 个 很 基本 的 问题 ， 每 个 非 零 环 是 否 至 少 存 
在 一 个 极 大 理想 和 素 理 想 ? 管 案 是 肯定 的 。 为 了 证 明 这 一 后 ， 我 
们 需要 用 集合 论 中 一 个 重要 结果 , 叫 作 Zorn 引 理 。 因 为 今后 我 们 
不 断 地 使 用 它 ,所 以 我 们 现在 介绍 什么 是 Zorn 引 理 , 关于 它 的 证 
明和 一 些 等 价 形式 请 参看 集 含 论 的 书 ， 

集合 之 上 的 一 个 二 元 关系 科 叫 作 是 之 上 的 一 个 部 分 序 ， 是 
指 关 于 志 满 足以 下 三 个 条 件 ， 对 于 任意 +,y ,2E€2， 

(i) wr 

(ii) 如 果 z 短 yy 和 sz， 则 2 一 yb 

(iii) 如 果 ys 和 yy 和 2 则 二 2。 
这 时 称 ( 荆 ,入 ) 是 一 个 部 分 序 集合 。 所谓 “部 分 "的 意思 是 指 , 在 过 
中 可 能 有 元 素 > ,y ,使 得 yY 委 yy 和 yz 均 不 成 立 ， 如 果 是 这 种 情 
形 , 则 称 x 和 y 是 不 可 比较 的 ， 否则 , 即 如 果 xz <y 或 y 和 zx 至 少 
有 一 个 成 立 ， 则 称 x 和 3Y 是 可 比较 的 . 设 是 部 分 序 集合 (ZZ， 
<) 的 一 个 子 集合 。 如 果 之 中 任意 两 个 元 素 均 可 比较 ， 则 称 之 - 
是 一 个 链 . 2 中 元 素 zx 叫 作 是 子 集合 的 上 界 ,是 指 对 每 个 sE 
2' 均 有 s 夺 x，Z 中 元 素 x 叫 作 是 了 ' 的 一 个 极 大 元 ， 是 指 对 于 
‘中 每 个 与 z 可 比较 的 元 素 y ,必然 y 志 x. 


Zorn 引 理 ” 设 (2 ,<) 是 非 空 的 部 分 序 集合 ， 如 果 之 中 每 个 


»* 6 * 


链 在 2 中 均 有 上 乔 , 则 之 必 有 极 大 元 ， 


现在 我 们 用 Zorn 引 理 来 证 明 非 零 环 中 极 大 理想 的 存在 性 . 
我 们 甚至 可 以 证 明 更 强 的 结 采 . 

定理 2 设 a 是 非 零 环 五 中 的 真理 想 ( 即 as 有) ， 则 RE 中 在 
在 极 大 理想 mm ,使 得 m 二 a.， 

证 明 考虑 集合 

三 二 1b|b 为 B 的 理想 , 且 aSb 妆 BR). 
由 于 a€ 区 ,从 而 2 是 非 空 集合 。 集 合 论 的 包含 关系 生 显 然 是 
中 的 部 分 序 , 从 而 人 忆 ,三 ) 是 非 空 部 分 序 集 合 。 设 2 是 之 中 的 一 
个 链 。 令 :二 6b( 集 合 论 的 并 集 )， 我 们 来 证 明 
bE 

(1) 5 是 忆 的 一 个 理想 ,这 是 因为 如果 viyzaE5c 由 5 的 定 
义 可 知 有 bi,b: E> ,使 得 zx1€b1,x2€b,, 由 于 2 为 链 , 于 是 biS 
b; 或 者 bbSEbl， 从 而 xi 和 zs 或 者 均 属 于 bi 或 者 均 属 于 b:。 因 
此 wi 六 %2E D1Ubs 和 ec， 合 样 地 ,如 果 7EB,xEc, 则 有 6EZ 使 
得 Eb、 由 于 人 中 成 员 b 是 理想 ,从 而 7YzEbSec。 这 就 表明 
是 B 的 理想 ， 

(ii) aGess 玉 .ace 显然 成 立 . 另 一 方面 ,如 果 上 二 六, 则 工人 
C, 于 是 有 b E22/ 使 得 1 Eb, 即 8 一 六， 这 与 bEZ/ ES 之 以 及 也 
的 定义 相 予 盾 。 因 此 " 关 忆 ， 

综合 (和 (ii 可知 cE 过 并且 显然 是 链 2 的 上 界 。 于 是 
(之 , 三 ) 满 足 Zorn 引 理 条 件 。 从 而 之 必 有 极 大 元 m，、 于 是 m 也 
就 是 五 的 极 大 理想 并 且 m 二 oa.。 | 

注 记 1. 由 于 每 个 极 大 理想 均 是 素 理 想 , 从 而 由 定理 2 可 
知 , 非 零 环 的 每 个 真理 想 均 包含 在 某 个 素 理 想 之 中 ， 

2. 在 定理 2 中 取 a=(0), 即 知 每 个 非 零 环 都 至 少 存在 一 个 
伏 大 理想 ,从 而 也 必然 存在 素 理想 ， 


Me ee ree 


今后 我 们 以 Spec BR 表示 环 BE 的 全 部 素 理 想 组 成 的 集合 ,把 
它 叫 作 是 环 EE 的 奢 谱 .市 £ 的 全 部 极 大 理想 组 成 的 集合 叫 作 是 
环 妃 的 极 大 谱 ; 表 示 成 Max RR。 于是， 对 于 每 个 非 零 环 石 , 我 们 
有 人 Max 已 c-Spec 1, 


定义 ”只 有 一 个 极 大 理想 的 非 零 环 叫 作 是 局 部 环 ， 只 有 有 限 
个 极 大 理想 的 非 零 环 叫 作 是 半 局 部 环 . 

如 果 五 为 局 部 环 , m 是 它 的 唯一 极 大 理想 , 则 这 个 局 部 环 也 表 
成 为 (B,m)， 域 BR/m 叫 作 是 局 部 环 的 剩余 类 域 ， 下 面 定理 给 出 
局 部 环 的 另 一 些 很 有 益 的 刻画 方式 (注意 : 环 如 中 乘法 可 逆 元 叫 
作 是 环 RR 的 单位 . 环 五 中 全 部 单位 形成 乘法 群 , 叫 作 是 环 忆 的 
单位 群 ,表示 成 U(E)). 


定理 3 设 五 为 环 而 下 是 不 的 真理 想 。 则 下 列 三 条 件 是 
彼此 等 价 的 ， 

(1) BE 为 局 部 环 并 且 是 它 的 唯一 极 大 理想 ; 

(2) ERB—m=U(B); 

(3) m 是 BR 的 极 大 理想 并 且 1+mSU(E). 

证 明 (1) 汶 (2): 由 于 m 是 真理 想 ,从 而 m 不 能 包含 单位 
(注意 :4 EU0(R)<€ 访 (ww) 二 RR)， 于 是 一 m 习 VU (RR) .为 一 方面 ， 
对 于 每 个 元 素 4%ER 一 U(), 则 (为 及 的 真理 想 , 从 而 (4%) 包 含 
在 卫 的 某 个 极 大 理想 之 中 (定理 2 ). 但 是 吾 只 有 一 个 极 大 理想 
m ,于 是 (四 三 mm 特别 地 ucm。 从 而 一 UCR)Sm， 这 相当 于 
R--mEU(R), 从 而 R—m=U(BR). 

(2) 沪 (3): 由 一 m= 一 U( 有 有) 可 知 1 和 mm, 从 而 m 是 真理 想 . 
由 于 比 m 大 的 理想 必然 包含 单位 , 即 必然 是 R, 从 而 m 是 的 极 
大 理想 ， 再 用 反 证 法 证 明 1 ; mEU(R)， 如 果 存 在 mEm, 使 得 
i 二 站 UCR). 则 由 怀 一 :UBR) 可 知 1+mEm， 于 是 1€m， 
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这 不 可 能 。 从 而 1+mU(R). 

(3) 字 (1)， 只 需 讶 明 到 只 有 一 个 极 大 理想 m. 设 m’ 是 也 
的 任意 一 个 极 大 理想 . 如 果 巴 '“ 关 下 ,由 于 m 和 m 均 是 极 大 理想 ， 
并 且 mmDm， 从 而 m’+m 一 ， 于 是 有 mEm., m’ Em’, 使 
得 名 二 m= 一 1， 于 是 m= 二 1-~-mE 1+mSU(R),， 从 而 m= 及 
这 就 导致 巴 盾 .于 是 m=:m ,有 即 m 是 EB 的 唯一 极 大 理想 . 1 


例 1 整数 环 Z 为 主 理想 整 环 ,每 个 理想 均 有 形式 2Z(xE 
Z,n 宕 0) .不 难 验 证 Z/nZ 为 整 环 所 ->2 一 0 或 者 素数 ; Z/nZ 为 
域 人 >n 为 素数 .于 是 Max 2Z={pZ|p 为 素数 }, 而 Spec 世 = 
MaxZU1{(0)}. 

例 2 设 和 为 正 整 数 ,考虑 环 ZV/mZ， 设 m 一 p91'……ps' 是 
m 的 素 因 子 分 解 式 ,其 中 p1,… ,Ps 是 两 两 不 同 的 素数 ,而 a; 宇 1 
(1<<i<s)， 由 环 的 同 态 定理 可 知 Z/mZ 的 每 个 理想 均 有 形式 
nZ/m2Z, 其 中 |m, 并 HL(Z/m2Z)/(nZ/mZ) 守 ZnZ, 从 而 nZ/mZ 
为 Z/mZ 的 滩 理 想 世 =>Z/nZ 为 整 环 拓 2 为 素数 万 沪 Z/nZ 
为 域 >nZ/mZ 为 Z/mZ 的 极 大 理想 ,从 而 Max (Z/mZ)= 
Spec(Z/m2Z)={pZ/mZ|1<i<s}, 并 且 Z/mzZ 为 局 部 环 二 >m 
为 某 个 素数 的 壬 ( 即 s=1). 

例 3 上 面 例 2 ee 更 一 般 地 ,每 
个 有 限 环 均 是 半 局 部 环 , 因为 它 的 子 集 只 有 有 限 多 个 。 从 而 极 大 
理想 也 只 有 有 限 多 个 . 

进一步 的 例子 请 见习 题 . 


习 是 


1. 设 p 是 环 民 的 理想 ， 求证 :3 为 有 的 素 理 想 志 > 对 于 展 的 任意 两 
个 理想 ae 和 6b, 如 果 ab 三 ?, 则 a=P 或 者 b 导 P 


2， 设 a 是 环 已 的 理想 ,而 辣 ……p。, 是 下 的 素 理 想 。 如 果 as 局 六, 求 
ml 
证 在 存 51I<; 委 2) 使 得 aspi。 
3 ， 设 j 是 环 R 的 素 理 想 ,而 Qi 0Qn 是 瑟 的 理想 ， 如 时 p= (NN Qi 
i 


求证 有 ;1 生 ; 委 2) 使 得 一 0 

4. 求证 (含有 么 元 素 的 交换 ) 有 限 环 中 每 个 素 理 想必 是 极 大 理想 ， 

5. 求证 : 主 理想 环 中 的 非 零 素 理 想必 是 极 大 理想 ， 

6. 设 天 为 臧 ， 

(1) 试 决定 多 项 式 环 RLYJ 的 素 谱 和 极 大 谱 。 

《2) 设 fr)ERLzr], 试 决定 环 [x]/(f) 的 素 谱 和 极 大 说， 

7. 和 如果 是 局 部 环 中 的 蜗 等 元 ( 即 x:= 二 x) ,求证 >=0 或 者 了 一 1， 

8. 环 妃 叫 作 是 布尔 环 , 是 指 瑟 中 每 个 元 素 均 是 知 等 元 。 求 证 在 布尔 环 
8 中， 

(1) 对 于 每 个 元 素 xEB 均 有 2zx=》. 

(2) 五 中 素 理想 ” 均 是 极 大 理想 ,并 且 B/p 是 二 元 域 . 

《3) B 的 每 个 有 限 生 成 理 棚 均 是 主 理想 ,， [提示 ; 证 明 (a,5) 二 (a 十 5 十 
+ab)] 

3. 设 拓 4 一 再 为 环 的 同 态 。a 和 6 分 别 为 4 和 BB 的 理想 。a'= 
f(a)B，b'==f “(bp)。 求 证， 

(1) 若 bESpec B, 则 pb’*ESpec A4， 

《2) 若 aESpec 4, 则 不 一 定 acESpec 五. 

如 果 将 Spec 4 和 Spec B 改 成 Max 4 和 Max B, 那 么 情况 如 何 ? 

10. 设 居 ==REy :Xn 是 域 上 上 关于 nn 个 文字 zw ,Xa(n 字 1) 的 
多 项 式 环 .求证 Spec R 一 Max RUI{(0)}€->n=1, 

11， 用 Zorn 引 理 证 明 : 非 堆 环 中 必 存 在 极 小 素 理想 。 (p 叫 作 是 环 尽 的 
极 小 素 理想 ,是 指 PESpec 已 ,并 且 若 ESpec 同时 Sp, 则 必然 9 二 p,》 

12， 设 an 是 环 且 的 % 个 理想 , 并 且 o，……,a, 两 两 互 素 ,求证 
TI Qi 一 N adi。 


bl tel 


ee 10 。 


$ 1.5 大 根 和 小 根 


设 a 是 环 R 的 理想 ,定义 集合 
ya 一 {x€BI 存 在 正 整 数 n, 使 得 x*E€a}. 
定理 4 (1) y 4 是 环 五 的 理想 . 
(2) 当 a 六 有 时 ,YY 0 是 如 中 包含 0 的 所 有 迷 理 想 的 交 , 即 
Ya= [| ? (* ) 


PESpecR 
pa 


证 明 ”我 们 只 需要 证 明 ( * ) 式 ， 因 为 显然 VY R= RR， 并且 当 
nA 时， 由 (* ) 式 知 V 4 是 一 些 素 理 想 之 交 ， 从 而 V4 为 理 
| 

将 (* ) 式 右边 记 为 n 。 先 证 Ya sm， 如 果 了 ET aa ， 则 由 
定义 知 存 在 整数 nx 二 1 使 得 f"Ea， 从 而 对 每 个 素 理 想 p 忆 a, 均 有 
Jf"Ep. 于 是 了 EP， 从 而 En. 这 就 证 明了 ?7 a Een. 

再 证 VY a 三 n， 假 如 了 和 Ta 我 们 只 要 证 明 ff&n 即 可 ,为 
此 考虑 集合 

了 ={ 宇 的 理想 | eca, 并 且 对 每 个 正 整数 ” 均 有 f"&c}. 
由 f 和 Va 可 知 a€， 从 而 允 是 非 空 集合 。 设 3 是 部 分 序 集 
(区, 己 ) 的 一 个 链 ， 可 以 象 定理 2 证 明 中 一 样 推 得 ‘EU 是 号 
的 理想 ， 并 且 cEz (因为 显然 有 5 二 a。 并 且 若 1f"Ec, 则 有 
cEZ' 使 得 f"E¢ ,而 这 与 E22 相 也 盾 )。 于 是 cc 为 >/ 的 上 
界 . 利用 Zorn 引 理 可 知 集合 > 有 极 大 元 了 . 我 们 来 证 了 是 五 的 
素 理 想 .假设 z+ ,yp, 则 理想 tz 有 Rt+Pp 和 yyR+P 均 大 于 P?， 由 于 
p 是 蕊 中 极 大 元 ,因此 XR+P 和 yR+Pp 均 不 属于 >, 于 是 有 
m,n>1, 使 得 f"EzB+P,f"EyBR+P， 从 而 "1*E(xBR+b) 
(y+P) 一 TyR+P， 这 就 表明 wxy&P( 否 则 大 xyEP 便 有 
f”t*EP, 而 这 与 PE 相 蔬 盾 )。 于 是 ? 为 素 理想 ， 


2 lls。 


a EE gh te i RE 


由 王 pE>, 从 而 Jp 注意 ha 从 而 便 有 jn。 这 承 证 
明了 1 an 二 是 Ya=n. 1 


定义 ” 称 J a 为 理想 a 的 根 . 特别 地 
0)={zE 玉 | 存在 整数 ”1 使 得 x" 一 0} 
= 卫 中 寡 零 元 全 体 = [| p (定理 4). 
PESpecR 
我 们 把 (00 ) 叫 作 是 环 五 的 桥 零 根 ( 因 为 它 是 站 中 客 零 元 素 侈 
体 所 组 成 的 理想 ) ,并 且 记 为 N(RB)， 由 定理 4, 它 也 是 有 中 全 体 
素 理想 之 交 。 与 此 类 似 , 我 们 还 有 环 RR 中 另 一 个 理想 


r(R)= 人 m. 


mEMaxa 
即 7CR) 是 环 中 爹 体 极 大 理想 之 交 ,， 叫 作 是 环 及 的 Jacobson 
根 ， 由 于 Spec RR 二 Max RR, 可知 和 N(RB) 己 7(R)， 所 以 我 们 今后 
更 形象 地 把 N(R) 和 7(B) 分 别 叫 作 是 环 五 的 小 根 和 大 根 . 下 面 
给 出 大 根 的 另 一 种 刻画 方式 ， 


定理 5 7(R)={x ER|1I—xREU(R))., 

证 明 将 下 式 右 边 记 为 a 如 果 x 和 a, 则 存在 yE€R, 使 得 
1 一 Jy 人 &U(R), 于 是 1 一 wy 包含 在 BR 的 某 个 极 大 理想 m 之 中 ， 
如 果 XEr(R), 则 xzEm， 从 而 1 二 xy+ (1 一 xXy)Em， 这 是 不 可 
能 的 .因此 对 每 个 +a 均 有 x 和 7( 有 RR)， 这 表明 a0 导 7 (BR). 

反之 ,如 果 x* 和 7(B), 则 有 极 大 理想 mn 使 得 zm， 于 是 w 卫 
+ 人 nh 二 情 . 从 而 有 mEm,y EB 使 得 xy+m--1. 于 是 1 一 xyE€in. 
所 以 1--xy&U(R)， 这 就 表明 x &a， 因 此 又 有 aS7r(BR).】 

定理 6 设 a,ai 均 是 环 已 的 理想 ， 则 


yA va, A 


fm | 


ee 


(2) Ta =RE->a= RE. 

(3) WYE-YT 

(4) 车 bEGSpecR, 则 对 每 个 整数 % 关 1 均 有 VP" -= 了 

证 明 (1) 读者 自 证 . 

(2) 利用 1 EBR 有 即 可 ， 

(3) 显然 /YE 三 YE 反之 车 xzE /7 订 , 则 有 2 使 得 


z"E VY a ,于 是 又 有 和 六 1, 使 得 (xz GEa。， 即 x*"Ea， 从 而 4 
Ya ， 即 MaEYTE 
(4) 显然 有 PEy ip( 因 为 YEGEhb 人 xnEp)， 反 之 ,车 zx6E 


VV , 则 有 义演 1 使 得 xz" EpcEpb, 即 zEpb。 由 于 hh 为 素 理想 ,只 
而 vxEp, 即 b 二 Th | 


例 考虑 整数 环 Z 和 它 的 理想 mmZ， 对 于 和 一 0, 由 于 世 是 整 
环 , 即 考 零 元 素 只 有 0， 从 而 也 的 小 根 为 (0) .如果 m=1,y (1 )= 
VZ =Z。 最 后 ,如 果 w 宇 2, 设 t=p1"…ps**;P1'… "ps 为 个 
不 同 的 素数 ,s 之 1,a; 之 1(1 志 i<s)， 则 由 定理 6 可 知 
V mZ=y(p NN p=Y PD) Ne NV ) 
一 TCD Ne NY (pe) 
一 (2 人 “站 (Do) 一 (Di Doh)。 


关于 VY a 的 另 一 些 性 质 请 见习 题 . 


| 题 
1. 设 a 和 5 为 忍 的 两 个 理想 ， 则 


* jj 。 


(1) Vato=yVa +Vb. 

(2) Va 和 Vb 互 素 >a 和 6 互 素 ， 

2. 设 a 是 环 有 RB 的 真理 想 则 ; a= a >a 是 一 些 素 理想 的 交 。 

3. 整数 环 z 和 多 项 式 环 kK[x,，……%w，1(k 为 域 ) 的 大 根 是 什么 ? 

4. 求证 和 N(R/N(R))= (0). 

5. 以 九 表 示 环 中 爹 体 零 因 耶 组 成 的 集合 ， 求 证 ， 

D= U VAnn(z), 
3 

6， 设 4>B 为 环 的 同 态 ，a 和 5 分 别 是 4 和 B 的 理想 .求证 ， 

(1) (Va “EV a ,而 等 式 不 一 定 成 立 。 

(2) (I 5 ) =Vp°. 

7. 求证 关于 坏 忆 的 以 下 三 条 件 彼此 等 价 ， 

(1) 了 只 有 一 个 于 理想 ， 

(2) R—N(R)=U(R), 

(3) /N(R) 为 域 . 

8. 设 且 为 环 ， 如 果 xEN(R),yEU(R), 求 证 x+yEU(CR)。 

9. 设 R 为 环 .。f(7) 二 960 二 qx 十 '… 十 a,rx"E R[xz]。 求 证 ， 

(1) fEU(RLz])€—>a, EU(R) 并 Ea, ,a EN(R). 

(2) fEN(R[z) Ea 0 ,0 EN(R). 

《3) 了 是 尽 [z] 中 的 零 因 子 入 -> 存在 a€ RR,a 本 0, 使 得 af = 0。 

(4) 环 RFz] 的 小 根 等 于 大 根 ， 并 且 均 等 于 N(R)[z]. 

10. 设 为 环 ,而 R[[z]] 是 上 的 形式 第 级 数 环 。 f(s) -D> qr" € 
RTI[z]j。 求证 ， | 

(1) fE TCR[[z]])<->aoe U(R). 

(2) N(REEzZJ]) 己 NCR)[[z]]。 试问 等 号 是 否 一 定 成 立 ? 

(3) 有 属于 RTEz]] 的 大 根 亏 访 a, 属于 五 的 大 根 。 

(4) 设 mEMaxR fz]j,m‘mN 闪 NR, 则 mE Max BR, 并 且 m=(m',zx). 

(5) 请 中 年 个 素 理 想 均 是 RE[z]] 中 某 个 素 理 想 的 限制 . 

1{， 如果 企 环 RR 中 对 了 每 个 元 素 z 均 存 在 >1(n 可 能 依赖 了 于 x) 使 得 
x"=w。 求 证 MaxR=:SpecR， 
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第 二 章 模 论 初步 


模 论 是 现代 数学 中 愈 来 愈 重 要 的 工具 . 它 统一 了 许多 数学 结 
构 ， 我 们 在 本 章 中 要 介绍 模 论 的 初步 知识 , 在 以 后 各 党 中 将 要 用 
它 作 为 研究 交换 代数 的 基本 工具 ， 


$ 2.1 模 和 它 的 基本 性 质 


定义 ” 设 有 是 (具有 之 元 奈 的 交换 ) 环 .集合 肛 叫 作 十 环 刀 上 
的 一 个 模 或 简 记 为 尽 - 模 ,是 指 形 是 加 其 Abel 群 ， 并 且 定义 了 了 忌 
中 元 素 与 玖 引 元 素 的 一 个 乘法 ,好 定义 了 一 个 蚂 射 
Rx MM,(r,T OrrEM (rER,rEM), 
使 得 满足 以 下 诸 条 件 : 对 十 每 个 7,s€E RR,w,yEM,， 
(1) 7r(r+y)—=rriry; 
(2) (r+ Ss8)w%=rr+ sx, 
(3) (rs)z%=r(8Y); 
(4) lay 一 Y。(1s 表示 环 及 的 乏 元 聚 ) 
其 中 且 称 为 这 个 模 的 系数 环 . 
注 记 ” 由 以 上 定义 不 难 推出 ， 
fr0w 一 0v)0pX 一 0 人 (一 7)Y 一 一 (74) 一 和 一 Y)， 
?7Y) 一 (7)7 一 7(Y) (对 每 个 nE2Z). 
为 符号 简单 起 见 ,今后 我 们 将 下 中 零 元 素 0v ,于 中 零 元 素 08 以 及 
数 零 均 写成 0 而 不 致 于 引起 混乱 ， 


以 下 诸 例 表明 模 这 个 概念 统一 了 许多 代数 结构 . 

例 1 只 有 一 个 元 素 0 的 避 - 模 叫 作 是 零 模 ,表示 成 (0). 

例 2 设 4 为 任意 加 法 Abel 群 . 象 通常 那样 ,对 于 每 个 自然 
数 和 和 ccE4, 令 86=a+4+……+a( 个 )， 而 (一 2) 一 一 20， 


e 了 5 。 


0a- 0。 不 难 验证 ,对 于 这 种 运算 4 成 为 ZZ - 模 。， 换 名 话说 , 每 个 
Abei 和 群 均 由 此 种 方式 自然 地 看 成 是 Z- 模 .从 而 由 模 论 应 当 给 出 
Abel 群 的 一 些 结果 ( 见 § 2.7). 

例 3 如 果 有 R 是 域 , 则 上 述 的 R- 模 定义 与 通常 线性 代数 中 
“ 域 及 上 向 量 空间 ”的 定义 是 一 致 的 , 因此 模 论 应 当 给 出 线性 代数 
的 一 些 结 来 ( 见 82.2 和 82.7)。 

例 4 环 且 本 里 可 看 作 是 于- 模 ， 其 中 模 的 乘法 就 是 环 天 中 
的 乘法 ， 更 一 般 地 ,对 于 环 了 的 每 个 子 环 4, 五 均 可 看 成 是 4- 
模 。 例如 至 LzJ] 可 看 成 是 五 - 横 , 有 理 数 域 Q 可 看 成 是 Z- 模 等 
等 。 另 一 方面 , 环 的 每 个 理想 a 也 是 如 - 模 。 例如 nnZ 是 Z- 
模 . 这 一 切 预 示 着 由 模 论 可 以 研究 环 的 性 质 . 

例 5 (系数 环 的 改变 ) 设 了 :4 一 有 是 环 的 同 态 . 如 果 玉 为 
B- 模 . 对 于 a€E€4 和 wwENM, 定 义 az= 二 f(a)x。. 请 读者 验证 ,， 
由 此 而 成 为 4- 模 .. 这 是 改变 系数 环 的 常用 手法 . 

例 6 设 为 环 而 有 为- 模 。 如 果 a 是 的 理想 并 且 
a 二 (0), 其 中 aMH={axlaEa,wxw EM}. 这 时 我 们 对 于 7 了 ER/a 
(7€R) 和 xEM 定义 运算 了 im = , 易 知 这 个 运算 是 可 定义 的 ， 
也 就 是 说 ,由 a4 =(0) 不 难 推出 这 个 定义 与 子 中 代表 元 > 的 选取 
无 关 (了 三 857 一 SEEa 一 (7 一 8S)w 一 0 之 7T7 一 7 一 8S8 王 50)， 并 且 
由 此 使 W 成 为 及 /a- 模 . 

令 Ann(M)=={a€ BlaM=(0)}. 这 是 环 有 的 理想 , 吊 作 是 
模 呆 的 等 化 理想 . 显然 Ann(MM)H=(0)。 如果 Ann(M)=(0) 
〈 即 是 有 的 零 理 想 ), 则 称 人 是 忠实 尺 - 模 . 换 句 话说, 是 忠实 
如 - 模 指 的 是 . 户 中 元 素 a 如 果 使 a 有 二 (0), 则 必然 a 二 0。 由 于 
Ann( 形 ) 肛 一 (0), 从 而 由 例 6 可 知 民 可 看 成 是 ER/Ann(M)- 
模 。 不 难 证 明 WM 是 忠实 的 BR/Ann(MH)- 模 (习题 4 ). 


象 群 论 那 样 ,我 们 也 有 子 模 、 商 模 、 模 的 同 态 和 同 构 等 构 念 以 
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及 模 的 同 态 基本 定理 . 

定义 ” 设 了 为 环 而 形 为 - 模 。 好 的 子 集 合 如 采 对 于 
4 中 的 运算 形成 有 - 模 , 则 称 入 是 A 民 的 R- 子 模 . 换 筷 话说 ， 心 
是 MM 的 五- 子 模 当 且 仅 当 入 是 了 的 子 集合 ,并 且 : 

(DD) zyEN 汪 tyEN( 即 六 是 好 的 Abel 子 群 ); 

(2) 7ERzEAN 王 rzEAN( 即 六 对 于 瑟 -作用 是 封 用 的 )。 

例 对 于 Abel 群 4,4 的 Z- 子 模 即 是 4 的 子 群 (这 时 条 件 
(2) 自 然 成 立 . ) 如 果 五 是 域 , 则 五- 模 MM 的 五 - 子 模 恰 好 就 是 五 - 
向 量 空间 WY 的 子 空 间 。 如 果 将 五 看 作 是 ER- 模 , 则 由 定义 不 难看 
出 , 玉 的 瑟 - 子 模 恰 好 就 是 BZ 的 理想 ， 


设 ML 是 五 - 模 而 和 NN 是 用 的 RR- 子 模 。 根据 定义 ,入 是 Abel 群 
以 的 子 群 ,从 而 我 们 有 加 法 高 群 几 /N .对 /N 中 的 元 素 均 有 形式 
+ +N(zvE MM), 表 示 成 .而 加 法 为 +yY=X+y. 现在 对 于 7E 
RR 我 们 定义 r= rx 。 由 于 入 是 R- 模 ,可 知 此 定义 与 中 代 
表 元 的 选取 无 关 (#5==J 沪 x 一 yEN 汶 rr--ry=r(z 一 y) ERN 
CN 沪 Tz =7yY)。 并 且 可 直接 验证 小/ 入 由 此 而 成 为 R- 模 , 叫 
作 是 对 I 对 于 子 模 入 的 只 - 商 模 ， 


定义 设 及 入 均 为 B- 模 . 映射 1:H 一 NN 叫 作 是 玉 - 模 
同 态 ,是 指 对 任意 %,y€E 计 和 7EBR, 均 有 

(1) f(z+y)= 二 f(z)+f(y)( 即 /为 加 法 群 的 同 态 )， 

(2) f(rz) 二 rf 了 (x)( 即 于 与 -作用 可 交换 ). 
如 果 了 又 是 单 射 , 满 射 或 者 一 一 对 应 , 则 它 分 别称 作 是 £- 模 单 同 
态 , 满 同 态 或 者 问 构 . 

从 五 - 模 开 到 已 - 模 六 的 全 部 - 模 同 态 所 成 的 集合 表示 成 
Homa(M 人 ,NN)， 对 于 了 ,gE€ Homyp( 和 YY) 我 们 定义 

f+e:M—>N,(f er)— (r+E(r)(TEN) 
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直接 可 以 验证 ,如 此 定义 的 jg 仍旧 是 - 模 同 态 . 并 且 由 此 
使 Homs( 于 ,NN ) 成 为 Abel 群 ,其 零 元 素 即 是 零 同 坊 (即将 族 中 
所 有 元 条 均 映 成 0x 的 同 态 )。 进 而 ,对 于 7EBR 和 EHomr(M， 
和 ) ,我 们 定义 

rTf:M— oN ,rf (xr)—=rf(r (rE M). 
也 可 直接 验证 "7EHoma(2 ,六 ). 并 且 由 此 使 Homa(MM,N) 成 
为 R- 模 . 

例 对 于 Abel 群 G 和 及 ,Z . 横 同 术 f:G->H 和 Abel 群 同 
态 是 一 回 事 。 从 而 今后 把 Homz(G, 五 ) 简 记 成 Hom (G, 吾 ). 田 
一 方面 ;如果 五 是 域 , 则 也 - 模 同 态 :人 HN 一 入 就 是 线 性 代数 中 定 
义 的 域 廊 上 癌 量 空间 天 到 向 量 空间 入 的 线性 变换 ， 


定理 1( 同 态 基本 定理 1) 设 1 :MN 是 RR- 模 同 配 ， 令 
Ker/= {xE MIf(z)=0}= f°!1(0), 
Imf={f (zx)|lz€E M}=f (NM), 

分 别称 作 是 同 态 了 的 核 和 人 象 ， 则 

(1) Kerf 是 下 的 有 R- 子 模 ,Imf 是 入 的 且 - 子 模 . 

(2) 我 们 有 五 - 模 同 构 

7 :MI/KerfSImf ,7( 王 )=fCz)(zEM). _ 

特别 若 了 : 一 是 R- 模 满 同 态 , 则 有 忌 - 模 同 构 NM /Kerf SN. 

证 明 (1) 由 群 论 知道 Kerf 和 Imy 均 是 Abel 群 .为 证 它们 
都 是 - 模 , 只 需 再 证 ; 共 7ER,rEKerf,yEImf, 则 7rx EKerf， 
ry E1mf .而 这 是 很 容易 的 ， 

(2) 由 群 论 的 同 态 基本 定理 知道 , 1: M/Kerf 一 Imy 是 
Abel 群 间 构 。 为 证 它 是 R- 模 同 构 , 只 需 稍 证 (rs)=7rj (5) 
(7ER, x MM) 即 可 .而 这 是 很 容易 的 ,因为 1(7F)=f 了 (7x )= 
=f(rz)=7rf(r)=r/ (xz).1 
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定理 2( 同 态 基本 定理 2) 设 人 为 RR 模 而 入 是 村 的 R- 
子 模 ， 定 义 如 下 两 个 集合 ， 

A={M 的 BR- 子 模 PIP 二 SN},B=M/N 的 R- 子 模 爹 体 . 
则 映射 g: 4 一 B,g(P)= P/N 是 集合 4 与 B 之 间 的 保 序 一 一 
对 应 , 并 且 对 每 个 了 EA4, 我们 有 忆 - 模 同 构 (MM/N)/(P/N) 闫 
MI/P. 

证 明 令 4={M 的 加 法 子 群 PP 三 N},B= /NWN 的 加 法 
子 群 爹 体 ， 我 们 从 群 论 知道 ,SE:4 一 B, 8(P)=P/N 是 集合 4 
与 8 之 间 的 保 序 一 一 对 应 。 不 难 验 证 , PP 为 R- 模 >P/N 为 
R- 模 .从 而 映射 在 集合 4 上 的 限制 即 是 映射 g ,并且 区 (4)= 
=g(4) 一 B， 这 就 证 明了 g :4 一 B 是 一 一 对 应 。 进 而 , 由 群 论 
知道 , p: M/N>M/P,x+NrxX 一 P(xXEAM) 是 加 法 群 的 注 同 
态 , 并 且 Kerg = 二 P/N .容易 验证 事实 上 9 是 天 - 模 满 同 态 ， 从 
而 由 定理 1 即 知 我 们 有 情 - 模 同 构 (M/N)/(P/N) 圭 M/P. 1 


现在 我 们 定义 R- 模 弄 的 子 模 之 间 的 某 些 运算 ， 设 N 和 书 
均 是 友 的 羽 - 子 模 。 易 知 
N+P=—{r+y|xEN,yEP} 
也 是 以 的 BR- 子 模 , 叫 作 是 入 和 PP 的 和 .。 类 似 可 定义 任意 有 限 


个 子 模 的 和 > ,Ni,= Ni+ 入 ;十 .…: + 入,。 并 且 这 种 运算 满足 交 
i=1 


换 律 和 结合 律 。 另 一 方面 ,VN 八 P 也 是 NM 的 子 模 , 称 作 是 入 和 
P 的 交 ， 类 似 地 ,可 以 定义 任意 多 个 - 子 模 的 交 , 并 且 交 运算 也 
满足 结合 律 与 交换 律 . 此 外 ,六 + 尸 是 包含 W 与 己 的 最 小 子 模 ， 
而 入门 P 是 同时 包含 在 N 与 P 之 中 的 最 大 子 模 . 
更 一 般 地 , 设 六 是 情 - 模 以 的 一 个 子 集合 ,考虑 集合 
{有限 和 2_75.|7,:ER,x.EX}. 


不 难 验证 这 是 到 的 尾 - 子 模 , 并 且 是 包含 瑟 的 最 小 子 模 ,我 们 将 它 
记 作 人 x>, 并 且 叫 作 是 由 集合 X 生 成 的 子 模 。 由 一 个 元 素 YE 形 生 
成 的 耳 - 子 模 显 然 是 《<x> 王 Rx， 如 果 卫 是 有 限 集合 , 了 = (ziyy?， 

,CK Rr Rr tv 如果 代 
本 身 是 可 以 由 有 限 多 个 元 素 生 成 的 娃 - 模 , 则 称 小 为 有 限 生 成 RR- 
模 .， 由 一 个 元 素 生 成 的 于- 模 于 =Rz 叫 作 是 循环 RR- 模 . 

注 记 一 个 模 是 否 有 限 生 成 是 与 其 系数 环 及 有 关系 的 。 例如 
有 理 数 域 Q 看 作 是 Q- 模 则 为 循环 模 ,Q=Q'1. 但 是 看 作 乙 - 模 ( 即 
看 作 加 法 Abel 群 ) 时 ,Q 甚至 不 是 有 限 生 成 的 . 〈 对 于 任意 有 限 个 


zanEQ, 令 2 为 素数 ,大 于 zlyza yan 的 公分 母 , 则 二 


ZX1 十 ee Zr,.) 


设 用 ,(i E77) 是 一 族 R- 模 .定义 集合 
[tlre M.}, 


OM, 二 {(wi)ier|x1:€E NM,, 且 只 有 有 限 个 zx; 不 为 0). 
我 们 规定 , (x;) = (yi) 刀 访 对 每 个 iEI 均 有 z=y;, 然后 定义 运 
算 : 

(Ki) (Yi)=(T TY) TK) 一 (OO YE M,, rEBR). 
可 以 直接 验证 ,4 和 @ Mi 由 此 均 为 - 模 ， 分别 叫 作 是 R- 
模 以 i(iE7) 的 直 积 和 站 和 .， 注意 @J/, 是 J 的 R- 子 模 ， 
并 且 当 了 是 有 限 集合 时 , 直 和 与 直 积 是 一 致 的 


定理 3 设 及 为 R- 模 ,入 和 PP 为 MM 的 R- 子 模 , 则 有 友 - 


一 Pp 
[ 一 - 
全 辣 榴 -SWF 


证 明 CN +P)/N ,rxmzx + 入 ,证明 这 是 五 - 模 满 
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辣 态 ,并 且 核 为 NN 然后 出 定 埋 1 即 得 到 结果 .| 


设 入 各 必 均 是 有- 模 人 YH 的 五- 子 模 ， 定义 

: (N:P)={a€ RlaPeN)}. 
这 是 的 理想 .而 Ann(P)=(0:P)={a ER|aP=(0)} 吊 作 是 
子 模 己 的 零 化 理想 ， 于 是 ,MM 为 忠实 -模子 (0: M ) 一 (0)， 
对 于 并 中 每 个 元 过 x+,Ann(x)==(0:7)=(0: Rr)=={a ERlazx= 
0 叫 作 是 元 索 x 的 零 化 理想 .如 果 Ann(z) 关 (0) , 即 存在 非 零 元 
内 a EE. 使 得 az 一 0, 则 称 z 为 下- 模 开 的 扭 元 索 . 以 了 (到 ) 表 
示 BR- 模 民 的 全 部 扭 元 素 组 成 的 集合 。 如 果 T( 了 H)==(0)，, 我们 称 
说 是 无 扭 R- 模 ， 


引 理 1 如 果 丸 是 整 环 , 开 为 吾 - 模 , 则 了 (MD) 是 开 的 忆 - 
子 模 ,并 且 MW /2Z( 玖 ) 是 无 扭 已 - 模 ， 

证 明 设 z,yET(M), 则 有 7,s ER-{0}, 使 得 rx= sy 二 0， 
由 于 BE 是 整 环 ,从 而 7sss0, 并 且 s(Czr 二 y) 一 SCrz) 士 r(Sy) 一 0. 
从 而 x 土 y ET( 及 ). 类 似 地 , 若 x ET( 到 ), 则 有 ssEBR 一 10} ,使 得 
sx 一 0， 于 是 对 每 个 "ER 均 有 8s(7%) 二 (sr)x 二 (78)%$=7(87x)= 
一 7.0 二 0. 即 rz ET(WM). 这 就 表明 T(MUM) 是 MH 的- 子 模 . 

设 ET(M/T(H)), xE NM. 则 有 0 妆 7 EE, 使 得 ?#0， 
即 rx CT(M). 于 是 又 有 0 六 s ER, 使 得 s(rz)= 二 0, 即 (sr)zx=0. 
由 及 为 整 环 可 知 sr 六 0。 从 而 xwET(M), 即 X=0. 于 是 证 - 模 
村 /T(MM) 只 有 56 为 扭 元 素 , 即 为 无 扭 五 - 模 . 1 

注 记 ”如 果 不 是 整 环 , 则 了 (MY) 不 一 定 为 啤 的 R- 子 模 . 
例如 取 及 ==Z/ 6Z 看 作 是 Z/6Z- 模 , 则 2,3ET(M), 但 是 5=2 
+3gTCOM). 

定义 者 录 为 整 环 而 型 为 站- 模 , 我 们 把 子 模 全 (到 ) MI 作 
M 的 扭 子 模 . 
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习 题 

1. 记 Z,=Z/mZ(m 为 正 整 数 ). 

(1) 求证 Hom(Z。,Z.) 兰 Zn,n)(Z- 模 同 构 )。 

(2) 求证 Hom(Z。,Z) = (0)， 

(3》 对 于 Abel 群 4,， 记 4[ml={fteEe4lma=0}。 求 证 4[m] 是 4 的 
了 和 群 ,并 且 有 Abel 群 同 构 Hom(Z。,A) 大 AL ]。 

2， 试 决定 Hom(Q,Q) 和 Homo(Q,Q). 

3. 设 好 为 玉 - 模 ， 求 证 有 五 - 模 同 构 歼 兰 Homa( 玉 ，M)。 

4. 设 L 为 BR- 模 ， 则 肛 为 忠实 BR/Ann(M)- 模 ， 

5. 设 入，P，N,，VW, 均 为 RR- 横 必 的 R- 子 模 ， 求 证 ， 

(1) Ann(Ni+N,)=Ann(N)NAnn(N,), 


(2) (N:P)=Ann (2 一 )， 


6. 设 MM 为 循环 R- 模 , 则 有 呈 的 理想 a, 使 得 于 衬 R/a(B- 模 同 构 ). 

7. 五- 模 几 叫 作 是 单 模 , 是 指 寻 只 有 两 个 平 几 的 R- 子 模 ,(0) 和 好 。 求 
证 ， 

(1》 每 个 单 廊 - 模 均 是 循环 模 . 

(2) 如 果 用 是 单 五 - 模 , 则 对 于 任意 对 - 模 N, 忆 - 模 同 态 :MM 一 入 或 者 为 
等 同 态 或 者 为 单 同 态 。 而 刁 - 模 同 态 &: Y 一 开 或 者 为 零 同 态 或 者 为 满 同 态 . 
最 后 , RR- 模 自 同 态 有 :一 了 或 者 为 零 癌 态 或 者 为 同 构 . 

(3) MY 为 单 玉 - 模 并 且 人 二 (0) 革 祝 H 宇 RR/m( 有 BR-~ 模 同 构 )， 其 中 m 是 B 
中 某 个 极 大 理想 。 

8. 如 果 jJeHoms(M ,MD)(B 为 中 - 模 ) ,并且 了 :一 f， 求 证 M= Ker /外 
Im f, 

9， 设 1 4->B,g:B 一 4 均 是 忆 - 模 同 态 ,并 且 gf 二 14 (14 表示 4 上 的 
恒 等 自 同 构 )， 求 证 B=Im fDKer g.， 

10. 设 4 是 环 B 的 子 环 ， 邵 果 必 是 有 限 生 成 B- 愤 而 B 是 有 限 生成 4- 
模 , 求 证 导 是 有 限 生 成 4- 模 。 

11. 求证 域 五 上 的 模 必 为 无 扭 模 ， 


® 2 。 


$ 2,2 模 上 的 线性 代数 


我 们 已 经 看 到 , 疝 量 空间 是 模 的 特殊 情形 .或 者 说 , 模 是 回 征 
空间 的 一 种 推广 ， 即 把 系数 域 推广 成 环 ， 癌 量 空间 上 线性 代数 的 
许多 概念 也 可 不 同 程度 地 推广 到 一 般 模 上 去 。 例 如 线性 无 关 和 基 
这 两 个 概念 就 是 如 此 ， 

定义 ”有 R- 模 用 的 一 个 子 集合 5 叫 作 是 R- 线 性 无 关 的 ,是 指 . 
如 果 YS,Ti TR,N1, 使 得 T7181 十 :十 7 人， 
二 0 则 二 ra= 二 7 二 0。 否则 , 即 如 果 人 中 存在 有 限 个 元 素 
71 Xn(R>1) ,号 中 存在 不 全 为 0 的 元 素 7 yn 使 得 riyl 
+ 二 7ndn 二 0, 则 称 集合 3 是 尺 - 线 性 相关 的 . 

定义 ”5 虽 作 是 互 - 模 用 的 一 组 基 ( 或 叫 RR- 基 ) ,是 指 ， 

(1) SS 是 RR- 线性 无 关 的 ;并 且 

(2) 5S 生成 R- 模 H. 

条 件 (2) 相 当 于 说 ， 必 中 元 索 均 可 表 成 5 中 有 限 个 元 素 的 五 - 
线性 组 合 。 而 条 件 (1) 相 当 于 说 ,中 元 素 的 这 种 表 法 是 唯一 的 . 
居 此 ,如 果 5 是 书 - 模 及 的 一 组 基 , 则 用 是 循环 模 及 x(x€ 有 5) 的 和 二 
和 ,上 MM= 避 Rr. 

有 共有 基 的 五 - 模 叫 作 是 自由 只 - 模 。 


每 个 自由 五 - 模 可 以 有 许多 组 不 同 的 基 ， 但 是 与 域 上 问 量 空 
间 的 情形 一 样 ,不 同 的 基 具 有 相间 的 势 . 

定理 4 设 及 是 具有 么 元 素 的 交换 环 ，S 和 TT 是 同一 个 自由 
R- 模 用 的 两 组 基 .。 则 | T|=| S|. 

证 明 如 果 S 是 有 限 集 合 , 则 由 于 了 是 一 组 基 , 从 而 S 中 每 个 
元 素 均 可 表 成 卫 中 有 限 个 元 素 的 已 -线性 组 合 ， 因为 S 有 限 ,可 知 
存在 也 的 一 个 有 限 子 集合 7o, 使 得 5 中 每 个 元 素 均 可 表 成 To 中 
元 素 的 下 -线性 组 合 ， 但 是 3 是 下 的 一 组 玉 - 基 ， 从 而 好 中 每 个 元 


a 
i 0 


灯 均 可 表 成 了 ,中 外 天 的 电线 性 集合 . 特别 地 ,如 本 全 一 了 天 弛 ， 
则 了 一 2 中 元 素 也 可 表 成 ?中 元 素 的 六 -线性 组 合 ， 但 这 是 不 
可 能 的 ,因为 工 是 线性 无 关 集 合 ， 从 而 了 = 二 To, 即 也 也 是 有 限 集 . 
这 就 证 明了 : S 和 了 或 者 同时 为 有 限 集 ,或 者 同时 为 无 限 集 . 

(1) 假设 8 和 TT 同时 是 有 限 集 合 . 令 8 = 人 71 Ya) 人 = 
{yi ;Yn}。 如 果 % 冯 mr, 不 妨 设 7%m. 由 于 5 是 一 组 基 , 从 市 
每 个 y; 可 表 成 +1,，… ,x 的 线性 组 合 , 即 


La 


yi= aur, ouER,1Sism, 


一】 


同样 地 也 有 
z= 5 puny,, BER, l<I) Rn., 
从 而 和 
Y1 Y1 
(:)=aal:) B=(B in, A= (a ) nxn. 
Tn Tn 


由 表达 式 的 唯一 性 可 知 B4= 二 了 ,Cn 阶 单 位 方 阵 )。 由 于 么 > 和 我 
们 将 B 补 上 7% 一 m 列 0 ,而 将 4 补 上 ?一 名 行 0 ， 均 次 成 阶 方 
阵 , 则 有 1 

(Bo) 人 1 )= 


两 边 取 行列 式 , 得 到 0.0=1, 这 就 得 出 予 盾 。 因 此 必然 |S1= 二 = 
和 一 | 人 |， 

(2) 假设 S 和 也 同时 是 无 限 集合 ， 以 X(T ) 表 示 7T 的 全 部 有 
限 子 集 合 而 组 成 的 集 族 ， 我 们 如 下 方式 构 作 有 映射 1 : 5S 一 KX(T). 
办 法 是 :对 每 个 元 素 & E 3， 由 于 了 是 一 组 基 , 从 而 ==?1Y1 二 *…… 
+7ayo7iE 瑟 YiE 了 (< 和 2)。 如 果 我 们 再 要 求 7 …，7n 均 
不 为 0( 如 果 7 一 0， 则 去 掉 7;7Y 这 一 项 )， 那 末 有 的 有 限 子 集 {yi， 
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yn E 天 (也 ) 是 由 x 所 瞧 一 决定 的 ， 于 是 我 们 定义 了 (z)= 
1yi ,Ya}。 注 意 映 射 :5S 一 KK(T) 一 般 不 是 单身 但 是 

(i) 对 每 个 ToE Tf 万 K(T),f 了 -1(7T6) 均 是 8S 的 有 限 子 集 . 
这 是 因为 : 如 果 xzEF-1(T0), 则 zz 可 表 成 To 中 元 素 的 -线性 组 
合 , 从 而 f°1T0) 包 含 在 履 的 子 模 人 zx, 二 多 Ry 之 中 .而 象 本 证 明 一 
开始 所 论述 的 ,存在 S 的 有 限 子 集 合 So 使得 Mz 三 M。， -Re. 
从 而 了 (TWD) 刁 MMs,。 于 是 f-1To)SSo。 即 f-1(TO) 是 8 的 有 限 
子 集 ， 

(ii Im 了 是 (TT) 的 无 限 子 集 ， 因 为 如 果 Imf 了 是 K(7T) 的 
有 限 子 集 , 则 7T'= U To 为 了 的 有 限 子 集 ,而 每 个 元 素 + ES 均 
可 表 成 T 中 元 素 的 -线性 组 合 。 从 而 履 中 每 个 元 素 也 均 可 表 成 
7" 中 元 素 的 五 -线性 组 合 .于 是 久 Ry= 人 = 旬 Ry. 即 7 一 7 
但 是 了 为 无 限 集合 , 而 7 是 的 有 限 子 集 ， 这 一 矛盾 表明 1m f 
是 玉 (T) 的 无 限 子 集 . 

现在 我 们 构 作 另 一 个 映射 g:S—>Im 了 xN (CN 为 自然 数 集 
合 )， 办 法 是 ;对 每 个 ES, 令 f(x)=T,EIm ff, 则 vw€f 了 (To0). 
我 们 事先 将 每 个 有 限 集合 f-! (TT)(T EIm 了) 中 元 素 均 排 定 一 个 
次 序 . 设 (7T0)= 人 {wi ，%,}， 如 果 二 xz, 则 定义 g (7)= 
(To,k)E1lm fxN。 由 此 定义 的 映射 8 是 单 射 ， 于 是 |5|<|Im 
fi:IN|=|Im fi<ITI1( 这 里 用 到 了 (ii) 中 证 明 的 Im f 是 无 限 集 
这 一 事实 )。 完 全 对 称 地 可 证 得 | TT 二 18 |， 从 而 |T1=| 5S1. 这 
就 完全 证 明了 定理 4. | 

注 记 ”我 们 在 定理 的 证 明 中 ， 对 于 人 和 S 均 有 限 的 情形 利用 
也是 具有 么 元 娄 的 交换 环 这 一 假定 。 因 为 在 这 种 环 上 有 通常 的 
行列 式 理论 ， 如 果 五 不 是 交换 环 ,我 们 也 可 以 定义 环 玉 上 的 左 ( 或 
右 ) 模 。 这 时 ,对 于 基 的 势 无 限 的 情形 ,定理 4 仍旧 成 立 , 并 且 这 里 
给 出 的 证 明 仍 然 有 效 ， 而 对 于 基 的 势 有 限 的 情形 ， 则 定理 4 一 般 
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不 再 成 立 .。 对 于 哪些 非 交 换 环 使 得 定理 4 仍然 戌 立 ， 则 是 代数 中 
一 个 有 兴趣 的 问题 . 


根据 定理 4 ,如 果 戏 是 具有 么 元 素 的 交换 环 环 上 的 目 由 模 , 则 
于 的 任意 一 组 基 & 的 势 是 模 玉 本 身 的 特性 而 与 3 的 取 法 无 关 。 我 
们 将 |ST 叫 作 是 自由 妃 - 模 下 的 秩 , 表 示 成 rankas4。 当 尽 为 域 时 ， 
它 就 是 五 ~ 向 量 空间 用 的 维 数 dim pM. 

设 有 是 秩 有 限 的 自由 五 - 模 ，ranksM=n。{zi,"*… 0) 是 到 
的 一 组 基 , 则 攻 = @ BRzi。 但 是 我 们 有 尽 - 模 同 构 

RiriSR,ar>a (a€ RR)., 

(这 显然 是 五 - 模 满 同 态 , 由 于 x; 是 一 个 基 元 素 , 可 知 这 也 是 单 射 . 
从 而 为 同 构 .) 因此 以 幸 RO…: 甸 RB(n 个 )= BE"。 所 以 通常 我 们 
把 秩 为 n 的 自由 五 - 模 记 成 ER" 

自由 模 的 一 个 重要 作用 在 于 

引 理 2 每 个 羽 - 模 下 均 同 构 于 某 个 自由 且 - 模 的 商 模 .并 且 ， 
M 是 有 限 生 成 R- 模 > 必 同 构 于 秩 有 限 的 自由 有 B- 模 的 商 模 . 

证 明 取 民 的 一 组 上 生成 元 5S (例如 总 可 取 S = 了 天 )， 构 作 一 个 
新 的 集合 {si1iE S} 和 自由 忆 - 模 四 Rxi, 其 中 Rw 一 {rw 
7ER}， 并 且 需 定 7?x, 二 sr,(7,SER)<>r 二 8s， 定 义 7?xi 十 
sw 二 (7 十 8)w;, 7(8X;) 二 (rs8)x;。 于 是 Rr; 成 为 - 模 ， 作 有 映 
射 

f:® Rr—>M, f(rivs te tra ts)—=T181+ :+7 Sn) 

riER, siEN 

这 显然 是 五 - 模 满 同 态 。 由 同 态 基本 定理 可 知 到 宕 DRs/Kerf, 
即 歼 同 构 于 自由 忌 - 模 的 商 模 . 

如 果 开 是 有 限 生 成 玉 - 模 , 则 可 取 生 成 元 集合 SS 为 有 限 集 ， 于 
是 中 Rr; 的 秩 有 限 .。 即 有 限 生 成 慷 - 模 同 构 于 秩 有 限 的 自由 
模 的 商 模 ， 反之, 若 必 同 构 于 秩 有 限 的 自由 模 的 商 模 , 即 存 在 
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着 尼 - 模 同 构 了 :( 四 有 ar )/ PSM, 则 fF0)，,…,f(E) 生 成 
模 M, 即 1 是 有 限 生成 及- 模 , | 


下 一 个 引 理 是 很 重要 的 ， 

5| 理 3( 中 山 引 理 ) 设 办 是 有 限 生成 情 - 模 , a 是 五 的 理想 ， 
并 且 asr( 好 )( 届 的 大 根 )。 如 果 a = MM, 则 MM=(0). 

证 明 以 7 表示 生成 且 - 模 用 的 最 少 非 零 元 素 个 数 .如 果 % 汪 
1 ,并 且 对 二 展 十 十 情 wsyUs 半 0, 则 | wsE 有 =a 了 ， 于 是 

Un GU a (a;Ea,1<i<n), 

从 而 (1 一 QD) Wr 二 Qi 十 十 Qn-i1Ua-1。 由 于 Qn€Ea 人 Sr(R),， 可 
知 1 一 an 为 环 五 中 单位 (第 一 章 定理 5)， 从 而 w 妇 = (1 一 Go) -iarul 
二 十 (1 一 Gn) Gn_iUn-1。 这 表明 ,…… ,4,-! 生成 五 - 模 Y， 
这 就 与 % 的 最 小 性 相 巴 盾 . 于 是 % =0, 即 MM= (0). 1 


引 理 4 设 以 为 有 限 生 成 五- 模 ，N 是 的 RR- 子 模 . a 是 五 
的 理想 并 且 a 导 r(B). 如 果 M=aM+ NN, 则 M= NWN， 

证 明 将 中 山 引 理 用 于 有 限 生 成 R- 商 模 玉 /N。 由 于 a( 和 MJ 
N)=(a M+N)/N= MUM/N, 从 而 MM/N=(0), 即 人 =N, 


作为 引 理 4 的 一 个 应 用 ， 我 们 现在 介绍 局 部 环 上 有 限 生 成 模 
的 一 个 结果 . 设 ( 羽 ,m) 为 局 部 环 ,有 三 下/ .如 果 肛 是 玉 - 模 , 则 mm 
将 有 R- 商 模 有 /mM 零 化 ( 即 m:M/mM=(0)), 从 而 对/mMM 可 看 成 
是 域 = RR/m 上 的 向 量 空间 。 如 果 有 下 为 有 限 生 成 BR- 模 , 则 MY 
mM 是 有 限 维 的 & -向 量 空 间 . 下 面 引 理 5 表明 我 们 可 以 由 M/m1 
的 一 组 林 来 决定 户 - 模 有 的 一 组 生成 元 . 

引 理 5 设 (R, m) 为 局 部 环 ， k= /mm，M 人 为 有 限 生成 R- 
模 . 
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(1) 如 果 yyvE1 并且 权 /mm 一 RE 四 .四 RF， 其 
中 元 ;表示 2 在 MA]ma 中 的 象 , 则 开 = 尼 zi 二 十 已 和 

(2) 如 果 对 是 秩 有 限 的 自由 -~- 模 ， 则 ranksM = dim;M/m 
M. 
证 明 (1) 令 入 = 二 有 v1 十 如 Yr, 这 是 以 的 BB- 子 模 。 由 引 
理 条 件 可 入职 射 N>M/mWH, xP 5 是 满 射 ， 这 就 表明 NN 二 m4 
二 肝 ， 因 为 对 于 局 部 环 ,m 二 7《 召 )。 从 而 由 引 理 4 可 知 好 = 六 = 
Rrit+** + Rr,. 

(2) 如 果 M= Rr@…: 中 Rx ， 则 MM/mM= (zi 中 四 


Ro)/ms®.. Bns, (Rr/mei)= 田 Rzi Mm dim WM/ 


mM=n=rankM. il 

注 记 ”我们 知道 ， 域 上 的 有 限 生 成 模 ( 向 量 空间 ?必然 有 一 组 
基 ， 妈 必然 是 自由 模 ( 习 题 1)， 但 是 局 部 环 上 的 有 限 生 成 模 不 必 
是 自由 模 。 例 如 有 R=Z/4 ZZ 为 局 部 环 ， 了 =Z/2Z 是 有 限 生 成 Z/ 
4 ZZ- 模 .。 但 不 是 自由 Z/4 Z- 模 因为 一 个 有 限 生 成 自由 Z/4 Z- 
模 的 元 素 个 数 为 4 的 震 , 而 及 =Z/2Z 只 有 两 个 元 素 ， 


可 题 

1. 域 R 上 有 限 生 成 模 开 均 是 自由 模 ， 并 且 dimx 等 于 于 中 有 -线性 无 
关 集 含 的 最 大 势 。 

2.(〈1) 如 果 忆 为 整 环 , 则 自由 证 - 模 和 一 定 是 无 扭 模 。 试 向 无 扭 模 是 否 
一 定 为 目 由 祸 ? [提示 ;考虑 情 二 [x,yj]，。， 为 域 ， 而 几 为 R 中 由 xz,y 生成 
的 理 租 作为 -~ 模 .] 

(2) 如 采 不 假定 妖 为 整 环 , 则 自由 召 - 模 是 否 一 定 为 无 扭 忌 - 模 ? 

3， 设 不 为 自由 五 - 模 , 有 :4 一 殖 为 己 - 模 满 同 态 。 则 对 于 每 个 请 - 模 同 坊 
fF 一 B, 均 有 淮 一 的 R- 模 同志 hh: 了 >4, 使 得 f= gh. 

4. 设 情 为 整 环 而 下 为 忽 有 限 的 自由 屁 - 模 。 则 下 中 马 - 线 性 无 关 和 集合 的 
洲 大 势 为 rank sp。 
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5。 设 五 为 任意 具有 和 这 元素 的 交换 环 , 人 为 秩 1 的 自由 五 - 模 。 如果 柑 二 
RT 二 十 Rr,, 求 下 人 = Rr, 儿 :…' 甸 RY,，, 

6， 自由 模 的 子 模 或 商 模 是 否 一 定 为 自由 模 ? 有 限 生 成 模 的 子 模 和 商 模 
是 否 一 定 是 有 限 生 成 模 ? 

7. 设 术 为 秩 %w 自 由 瑟 - 横 ,求证 Homs(WH, 民 R) 也 是 著 nr 自 由 情 - 模 ， 

8. 设 必 为 有 限 生 成 玉 - 模 ， 针 吓 以 的 了 从 并 且 革 生成 R- 模 MM， 求证 天 
必 有 某 个 有 限 子 集 瑟 。 使 得 筷 。 生 成 刁 - 模 及 。 


$ 2.5 正 合 序列 与 交换 图 表 


在 模 论 中 ,我 们 不 仅 研 究 某 个 具体 五 - 模 的 特性 , 更 重 要 的 是 
通过 模 问 坊 研究 不 同 模 之 间 的 联系 .在 研究 各 种 不 同 的 模 和 它们 


之 间 的 同 态 联系 的 时 候 , 经 常 使 用 两 种 基本 的 表达 符号 ,这 就 是 正 
合 序 列 和 交换 图 表 . 


定义 ” 设 忆 为 环 ， 环 - 横 与 及 - 模 辣 坊 序 列 
MNSP 
叫 作 在 W 处 正 合 ,是 指 Imf = Kerg， 这 时 ， 该 序列 也 称 作 是 正 合 
的 .一般 地 , 羽 - 模 和 惟 - 模 同 态 序列 
MS MS MS 

叫 作 是 正 合 的 ,是 指 此 序列 在 了 M1, 了 M2,…… ,用 ,-! 处 均 正 合 , 即 Imf， 
~Kerfiss (<i<n—1). 

例如 ， | 

(1) 模 序列 0 必 必 改正 合 (为 简单 起 见 今后 也 用 0 表示 等 
模 (0)) ,相当 于 说 了 是 单 同 态 。 这 是 因为 i 只 能 是 零 同 态 (因此 ; 
通常 可 上 略 去 不 写 ), 从 而 此 序列 正 合 Kerf =Imi= (0) 生 之 为 


单 同 态 . ， 
(2) 横 序 列 M 一 N 人 0 正 合 相当 于 说 了 是 满 同 态 。 这 是 由 于 


DP 只 能 是 伶 同 态 ( 从 而 2 通常 也 略 去 不 写 )， 于 是 此 序列 正 合 所 
Imjf =Ker2p 王 入 < 所 了 是 满 同 态 ， 


i 


(3) 模 序 列 0 _>V 力 NSP->0 正 合 相 当 于 说 和 N 宇 1 (NN) 
Imf 一 Kerg, 并 且 g(M)=P。， 从 而 由 同 态 定 理 得 到 P 守 MM/ 
Imf。 特 别 车 W 是 歼 的 子 模 , 而 i 入 一 M 为 包含 映射 ( 即 对 每 个 
rEN, 令 i(z) 二 xzE 肛 ), 则 由 同 态 定理 可 知 , 正 合 序列 0 一 一 
M 号 P-> 0 相当 于 模 同 构 必 /入 与 ,其 中 (5)=g(w)(zEM)， 

形 如 0 一 驴 性 和 驴 记 -> 0 的 正 合 序列 叫 作 短 正 合 序列 . 


定义 ”由 RR- 模 和 RR- 模 同 态 组 成 的 图 表 
m7 
7 \ 
一 Pp 


叫 作 是 交换 的 , 是 指 gf 二 .这 也 相当 于 说 ， 对 于 用 中 每 个 元 素 
t+, 均 有 h(x) 二 g(f(x)), 即 * 经 过 图 表 中 两 条 不 同 的 路 线 映 成 
书 中 间 一 元 素 ， 类 似 地 , 图表 


NM 于 
| | 
P- 一 0 


叫 作 是 交换 的 ,是 指 Rf = jg。 一 个 更 复杂 的 图 表 叫 作 是 交换 的 ， 
是 指 ， 若 图 表 中 从 模 到 到 横 N 有 两 条 不 同 的 路 线 ， 则 开 中 每 个 元 
素 经 这 两 条 不 同 线路 映 成 模 入 的 同一 个 元 素 . 

例如 ， 

(1) 设 1 :4 一 瑟 是 已 - 模 同 态 , 了 :4/Kerf->B 为 由 f 诱导 的 
R- 模 单 同 态 ，h: 4->4/Kerf 是 标准 满 同 态 ( 即 j (a)=f 了 (a)€B， 
h(a) 一 656， 对 于 a € 4)， 则 图 表 
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A/Kerf 


是 交换 的 。 这 个 交换 图 表 形 象 地 表示 出 任意 一 个 模 同 态 如 何 自 
然 地 分 解 成 一 个 满 同 态 姑 和 一 个 单 同 态 了 之 连续 作用 . 
(2) 考虑 耳 - 模 和 RB- 模 同 态 图 表 


如 果 这 个 图 表 是 交换 的 , 则 

(i) p(Kerf)SKerg. (这 是 由 于 ;车 a€EKerf, 则 g9(a)= 
pif (a)=g1(0)=0， 从 而 9(a)€ Kerg.) 于 是 ,我 们 得 到 已 - 模 同 
本 

p/:Kerf 一 Kerg,p 一 orxor( 即 p 在 Kerf 上 的 限制 )， 

(ii) pi(Imf)SImg. (这 是 由 于 ;车 a1 EImf, 则 有 aE 4 使 
得 a1 二 f(a)。 从 而 pi1(41) =pif (a)==gp(a) EImg.) 于 是 ,对 于 
由 91 诱 导出 的 自然 同 态 $1: 41 一 Bi1/Img ，$1(41) = 二 i(a1) 我们 
有 Imf 三 Ker$1， 从 而 又 诱导 出 新 的 R- 模 同 坊 

Bi: A/Imf—>Bi/Imeg, Fi1(G1)=91(91). 


引 理 6 假设 由 B- 模 和 - 模 同 态 组 成 的 图 表 
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四 TB 和 “ 


4 号 了 BC->0 
l,le, he 四 


1 


0 一 >41 BDC, 

是 交换 的 ,并 且 图 表 中 的 两 个 行 均 是 正 合 序列 ， 则 

(1) Kerf >Ker gr>Kerh 正 合 . 

(2) 4,/Imf 号 BTImg 轧 Ci/Imy 正 合 . 

证 明 (1) 由 于 图 表 (A) 的 第 一 行 正 合 , 从 而 gp(4)=y(Img) 
二 yp(Ker$)=0, 即 yp=0 ( 零 同 态 ), 因 此 y'9’ =yplres=0. 即 Imgp' 
和 Kery’'。 只 需 再 证 Img 二 Kery . 设 bE Kerg 并 且 2 EKery 和, 则 
(5) 一 (5) 二 0 .由 于 图 表 (A) 的 第 一 行 正 合 , 可知 5E Kery 二 Im 
9, 于 是 有 a€ 4 使 得 p(a)=D. 但 是 gf(a)==gp(a) 二 g(5) 二 0 
(因为 5E Kerg), 而 1 为 单 射 (因为 图 表 (A) 的 第 二 行 正 合 ), 从 而 
fa)=0, 即 ecEKerf ,而 2(a)=PCa) 一 5。 即 DEImp' 这 就 
表明 Kery 三 Img 

(2) 同样 ,由 gi1=0 得 到 yy151 二 0, 即 Im51 忆 Kery 1! 内需 再 
证 Im5! 己 Kery1. 假 定 b1E Bi 并 且 bP1E Kery1; 则 $1(5)= Bi( 61) 
一 0, 从 而 W1(51) EImh， 于 是 存在 cE C, 使 得 h(c) = 二 yw1(51) .由 于 
少 是 满 射 ,又 存在 bE B 使 得 py(5) = 二 c. 于 是 对 于 51 = 二 a1 一 8(0)E Bj， 
我 们 有 21= 51 并且 C01) 二 1(61) 一 1g(0)=h(e)— hy(b)= 
h(c) 一 h(c)==0. 即 51 € Ker 二 JImgi. 从 而 有 a1E 41 使 得 pgp;(a1) 二 
b1. 于 是 5B1(21) 二 81=b1. 即 b1E1lm51. 这 就 证 明了 Im51 导 Ker 
pi. 

注 记 更 为 精彩 的 是 , 可 以 发 现 R- 模 同 态 0:Kerh 一 A1/Imf， 
使 得 长 序列 

Kerf ”> Kerg » Kerh > A,/Imf®S B/Img Wo, /Imh 

是 正 合 的 , 这 个 结果 称 作 是 “ 蛇 形 引 理 *”。 由 于 本 书 中 不 需要 这 部 
分 内 容 , 因 此 从 略 。 
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作为 引 理 6 的 直接 推论 二 

5 引 理 7 在 引 理 6 的 假定 之 下 ， 

(1) 如果 了 和 殊 均 为 单 同 态 , 则 有 也 是 单 同 态 ， 

(2) 如 果 了 和 产 均 为 满 同 态 , 则 & 也 是 满 同 态 . 

(3) 如 采 于 各 均 为 同 构 , 则 & 也 和 古 同 构 ， 

证 明 (1) 由 引 理 6 的 (1) 推出 ,因为 这 时 有 正 合 序 询 0 = 
Ker f°> Kerg!>Ker 有 一 0 ， 于 是 0=0p (0) = Im =Kery = 
KerE。 即 & 为 单 同 态 . 

(2) 如 采 Im/ 二 41, Imh==C1, 则 由 引 理 6 的 (2) 有 正 合 序列 
0= Ai/Imf—>Bi/Ime—>0./Imh=0, 从 而 Bi/Img 二 (0), 即 8 为 
满 同 态 ， 

(3) 由 (1 和 (2) 得 出 . 


定理 5 设 (>41 旅 B 己 4;-> 0 是- 模 和 RR- 模 同 杰 的 短 正 
合 序 列 ， 则 下 列 三 个 条 件 彼 此 等 价 、: 
(1) 存在 呈 - 模 同 态 :42->B, 使 得 gh=14,3 
(2) 在 在 下 - 模 同 态 &:BEG 一 41， 使 得 kf=14,; 
(3) 存在 - 模 同 构 p:4: 田 42S 马 使 得 图 表 
0->4 SADA, SS A>0 


| 人 ls 
0 一 4 一 > B 一 > A.-—>0 


是 交换 的 ,其 中 i(a1)=(a1,0), Dsl41,0G2) 二 a， (alE4 as€ 4,), 
证 明 (1) 汶 (3); 定 义 映 射 hh，A1 趾 4; 一 B, (ff Dh) (a 
a2)= 二 了 (ail) 十 h(as)， 吻 知 这 是 卫 - 模 同 态 ， 考 虑 图 表 


0—> A ADAL> A,—>0 


ly es sj 
0—> Al—> B ~—>A,—0 
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这 个 图 表 是 交换 的 。 因 为 左面 四 边 形 显然 是 交换 的 , 而 右 面包 边 
形 的 交换 性 是 由 于 gj =0 和 gh=14,,; 从 Wig(f@B1)=gf@eh= 
N14 二 P2 二 14,pP2， 进而 ,图 表 的 第 二 行 已 假定 是 正 合 的 ,而 容易 
验证 第 一 行 也 是 正 合 的 。、 于 是 由 引 理 7 可 知 Dh 事实 上 上 是- 模 
同 构 。 取 pp 二 了 Oh 即 得 到 (3) 的 要 求 ， 

(2) 访 (3): 定 义 y:B>41 加 42, (PD)= 二 (RR(5),g(25))。 这 是 
忆 - 模 同 态 , 并 且 图 表 


0_>4 改 B —>A,—>0 
| » | 


是 交换 的 (左面 四 边 形 的 交换 性 是 由 于 gf = 0 和 f= 14， 而 右面 
四 边 形 的 交换 性 是 显然 的 .) 再 由 引 理 7 即 知 旬 为 同 构 。 由 此 即 知 
图 表 


0->4 S$ AD A, SA,>0 
L's WW! Wl 
0>A> B SA,>0 
也 是 交换 的 , 即 可 取 p= 二 p71, 
(3) 沪 (1D 和 (2)， 由 (3) 的 假定 我 们 有 交换 图 表 
0->4 SADA, S.A.>0 


1 9 1 
0—>4A41— B—> A,—0 


定义 Pi: A414 二 Ai D(aG1,92)=91, by: As—> AIDA,, is(as)= 
(0,42), 则 pit1 = 14,, P22 = 14,. 由 此 不 难 验 证 图 表 


和 4 中 4 七 4， 
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也 是 交换 和 的， 定义 ==gio: As 一 B 和 6=pig 0 一 人， 利用 这 
个 新 图 表 的 交换 性 出 知 ghR=14,RI=14 .时 


定义 ”满足 定理 5 中 条 件 的 短 正 合 序列 0>41 罗 BB 与 4,->0 
叫 作 是 分 裂 的 ， 

显然 ,对 于 分 裂 的 短 正 合 序列 ,我 们 有 刀 - 模 同 构 了 = 4 人 42， 
但 是 , 短 正 合 序列 即使 B= 4;@ 4; 也 不 必 是 分 裂 的 ， 


习 题 
1. 设 0 一 太一 三 :一 ~ — >V,—>0 为 域 & 上 有 限 维 问 量 空间 和 和 &- 线 性 变换 
的 正 仿 序列， 求证 ， 


2 (一 1)idimsP;=0. 
t= 


2。 设 为 整 环 ，TCM) 表 示 R- 模 下 的 所 于 人 模 ， 
(1) 若 f:4 一 B 为 ER- 模 同 态 ， 则 f(T(4)) 三 T(B), 
我 们 以 T(Ff)= 了 rc 表示 了 在 T(4) 上 的 限制 . 


ff 如 T(f) 
(2) 如 果 0->A 一 B 一 C 是 RR- 模 正 合 序 列 ， 求 征 0>7T(4) 一 > TT(B) 


Tg) 
一 人 CC) 也 是 五 - 模 正 合 序列 。 


TT 
(3) 如 果 了 3 号 C->0 为 正 合 序列 , 试问 TCB) 一 TCC)->0 是否 一 定 
正 合 ? 
8。( 五 硕 引 再 ) 设 让 - 模 图 表 


是 交换 的 ,并 且 两 行 均 是 正 合 的 。 求 征 ， 


es 30 。 


i , 


(1) 如 果 a, 为 满 同志 ，as 和 cs 为 单 同 态 ， 则 axs 为 单 同 态 。 上 提示 ， 利 
用 短 正 合 序列 0_>4./Kerf 号 4 郁 T 7 >0] 

(2) 如 果 as 为 单 同 态 ,wc: 和 a 为 满 同 态 , 则 ac: 为 满 同 态 ， 

4. 求证 ， 尺 - 模 短 正 合 序列 0->4, 思 3. 有 4,->0 是 分 裂 的 和 >f(4) 是 
8- 模 8B 的 直 和 成 分 , 即 存在 B 的 ER- 子 模 C, 使 得 B=f(4,) 折 0 

5。 假设 R- 模 图 表 


fn 


4 4, 4, 


上 上 让 电量 
所 &: En-! 


B, —>B,——...-— >B 


是 交换 的 ， 并 且 ，,"……,h。 均 是 已- 模 同 构 。 如 果 图 表 中 两 个 行 序列 之 中 的 
一 个 是 正 合 的 , 则 另 一 个 也 是 正 合 的 . 

6. 设 M.(iE DD 是 一 个 R- 模 族 ,为 R- 模 求证 ， 

(1) 如 果 f: MW 均 是 了 - 模 同 坊 ， 则 存在 唯一 的 B- 模 同志 f: 
四 4 一 N, 使 得 对 每 个 iE7, 图 表 


MM -一 一 一 Pt 
和 N | 
N 


都 是 交换 的 。 其 中 和, 是 M 到 申 弄 ,的 标准 嵌入 , 即 对 于 到 Si 4:(m) = 
(4;);t1E 组 MH;, 其 中 mi 二 WM; 而 Js 时 和 一 0。 

(2) 如 果 g;:N 一 MM; 均 是 BR- 模 同 态 , 则 存在 唯一 的 瓦 - 模 同 态 g: 入 一 
[1M;, 使 得 对 每 个 iE 了 ,图 表 
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?, 
NM: 
M, [la 
Pd 


都 是 交换 的 , 其 中 P， 是 [LM 到 到 ;的 标准 投射 , 即 p,((m,) ,er) = mi。 
(3) 求证 有 8- 模 同 禄 ， Homa( tM, 'N)S I Homa( M, N), 
Homz(N, .Da )= 吕 Homa(， , 2,). 


$ 2.4 同 态 算 子 Hom ,投射 模 


模 的 正 合 序列 和 交换 图 表 不 过 是 反映 出 一 些 模 之 间 的 良好 的 
联系 。 从 已 知 的 正 合 序 列 和 交换 图 表 构 造 出 新 的 正 合 序列 和 交换 
图 表 这 一 形式 化 过 程 ， 反 映 出 人 们 从 某 些 模 之 间 的 已 知 的 联系 发 
现 出 新 的 联系 ， 例 如 引 理 6 即 是 这 方面 的 例子 〈 而 引 理 6 后 面 注 
记 中 所 述 的 蛇 形 引 理 则 是 更 精彩 的 例子 )， 由 已 知 正 合 序列 构 作 
新 正 合 序列 的 最 基本 方法 有 两 个 , 即 采 用 同 态 算 子 Hom 和 张 量 积 
算 子 名 ,本 节 谈 Hom. 

设 p :4 一 五 为 五 - 模 同 态 ， 对 于 每 个 卫 - 模 同 态 g:D 一 4, 我 
们 得 到 一 个 同 态 28 :D 一 B， 从 而 给 出 一 个 映射 

p.:Homa(D,A)—>Homas(D,B), 9.(g)=9E8. 
对 于 我 们 在 $2.1 中 所 定义 的 Homa(D,4) 和 omn(D,8) 的 
RR- 模 结 构 , 不 难 验 证 p。 也 是 有 R- 模 同 术 (这 需要 验证 p(g 土 &)= 
pgtpg’ 和 wl(rg)==7T(pg)), 并 且 

(1) 当 o=14:4 一 4 时 ，(1.4)。 一 1 nong ep, a). 

(2) 如 果 又 有 姜 - 模 同 态 区 :一 C， 则 (yp) = 区 ss。 比如 
说 , 对 于 每 个 gE€Hom,(D,4), 均 有 (wp).g==pyog=p(ps8)= 
prEB ;从 而 (V8) 二 9s。 或 者 由 于 下 而 两 个 交 换 图 表 是 同一 
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i ek a i 


件 事情 也 如 证 得 此 等 式 ， 


A B 0 4 一 0 


Nz MX 


定理 6 忆 - 模 序列 ，0 -4 号 妃 筷 CC 是 正 合 的 全 > 对 于 每 
个 及 - 模 DD ,有 R- 模 序列 
Hom(D, &). 0—>Hom (DD, A)“SHom,(D, B)SHoma( D,O) 
都 是 正 合 的 . z 

证 明 沪 :， (1) 光 证 序列 Hom(D,@) 在 Homg(D,4A) 处 的 正 
合 性 .也 就 是 要 证 Kerp, 二 0. 设 JEHoma(D,4), EKerp,, 则 
pf 二 0。 人 队 而 对 每 个 +ED 均 有 wf (zx) 二 0EB， 但 是 gp 为 单身 ,于 
是 (x)==0 (对 每 个 zED)， 即 =0、 这 就 表明 Kergp, ==0. 

(2) 再 证 Inp.SKery ,这 相当 于 证 明 % os 一 0。 而 这 是 容 
易 的 ,因为 yp, = (P98), = (0), =0., 

(3) 最 后 证 Img, 宇 Kery,. 设 g EHoma(D,B),g€Kery,. 则 
yg 二 0. 从 而 Img 生 Ker$ 二 Img .由 于 9 为 单 同 态 ;可 知 9:A4Img 


为 同 构 . 令 hE Homa(D, 4) 表示 合成 同 态 DSImgSIm gp、 
4， 其 中 i 为 包含 映射 。 则 g==gp&= 9 人 人)， 因此 &EImep.。、 于 
是 Imwp,. 二 Kery,.， 

由 (2) 和 (3) 芭 知 序列 Hom(D,2) 在 Homr(D,B) 处 正 合 ， 

所: 我 们 选取 恰当 的 万 以 证 明 序列 2 的 正 合 性 . 

(1) 取 刀 三 Kerop iD 一 4 为 包含 映射 . 则 g(t) 二 gi 一 0. 由 
于 w+ 是 单身 ,可 知 1 二 0， 于 是 了 ==0, 即 Kergp = 二 0。 从 而 序列 2 在 4 
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处 正 合 . 

(2) 取 刀 =4， 由 于 Kery。 二 Imgp,。， 从 而 0 二 Ps(14) 二 
ppl1a = pp. 因此 Imgp 生 Kery, 

(3) 最 后 取 D= Kery,j:D->B 为 包含 映射 。， 由 于 0=wj= 
(7)， 并 且 Kery, 一 Imp,， 可知 存在 EHoms〈(D，4) 使 得 
j 二 gp,( 了 ) 王 pf， 于 是 对 每 个 XED=KerW， 均 有 4 二 j(X%)= 
pir)EImG, 从 而 Kery Ing. 

由 (2) 和 (3) 即 知 序列 8 在 B 处 正 合 .1 

类 似 地 ， 设 0:4 一 B 是 R- 模 同 态 对 于 每 个 f EHomx(B， 
D)，f9EHomr(4,D)。. 于 是 我 们 得 到 映射 

0* :Homx(B,D)—>Hom:(A,D),0"(f)=10. 
这 个 映射 可 以 用 下 面 的 交换 图 表 显 示 出 来 


| 0 B 
“A / 
D 


9" 是 RR- 模 同 态 ， 并 且 

(1) (15) 一 1aomn(Csyp)。 

(2) 如 果 又 有 有 R- 模 同 态 <:B->0, 则 (50)"= 二 0"6”。 (因为 对 
每 个 gE€Homx(0C,D),(60)"g=g60=(6"g)0=0"6"g. ) 


定理 7 且 - 模 序列 2,4 B- 0 >0 正 合生 > 对 于 每 
个 展 - 模 D,， 石 - 模 序 列 


齐 De 
Homke,D) ,0->Hom,(C,D)- SHom; (B,D)——> 
Homs(A,D) 


ee a 


证 明 瀛 ;KerE* 二 0 和 0”E”=0 的 证 明 与 定理 6 相仿 . 我 们 只 
需 和 再 证 ImE* 屋 Ker9”*. 假设 fTEHoms(B, D),fEKer0”, 册 0= 


fj :B/KerE>D,f(b)=f(0) (bEB). 
由 正 合 序列 2 和 辣 赤 基本 定理 可 知 我 们 还 有 瑟 - 模 同 构 
E:B/KerESOC,E(0)=E(b) (LEB). 
于 是 给 出 已 - 模 同 态 fE-!:C->D, 绘 出 交换 图 表 可 验证 2*(f 了 EE-!) 
一 从 而 了 EImc”, 即 Imc "之 Ker0”. 

所:(1) 取 D=C/Imt,p:0 一 D 为 标准 满 同 态 , 则 5" (7p)= 
pE = 二 0 但 是 2* 为 单身 ,从 而 p 二 0, 即 C=ImE。 从 而 序列 2 在 C 
处 正 合 . 

(2) 取 D=B/Im9,p:B 一 D 为 标准 满 同 态 ,; 则 9*(p)== p90 = 
0 于 是 pEKer0"==Imb".。 即 存在 f EHomr(0,D)， 使 得 p= 
上 (由 一 从 而 pP(KerE) 二 6 (Kert) 二 0。 这 就 表明 KerES 
lmg. 

(3) 最 后 取 DD=0, 则 0=0*E*(1c)=E0， 于 是 Im90SKere. 
这 就 完全 证 明了 序列 @ 是 正 合 的 .| 

注 记 我 们 可 以 把 定理 6 和 定理 7 的 “ 伪 ? 部 分 简略 地 说 成 是 ， 
同 态 算 子 Homas( ,DD) 和 Homs(D， ) 均 是 左 正 合算 子 . 这 意 
味 着 ， 它 们 把 正 合 序 列 8 作 用 成 正 合 序列 Hom4(2,D) 和 Homa 
(D,Z) ,而 后 两 个 序列 均 是 左边 从 0 开始 的 序列 . 一 般 来 说 ,对 于 
任意 的 RR- 模 DD ,我 们 不 能 保证 Homs( , PD) 和 Homas(D， ) 具 
有 右 正 合 性 质 ， 也 就 是 说 ， 

(1) 如 果 B-- 3300 是 五- 模 正 合 序列 ， 则 Homs (DD,B) 
->Homa(D,C)->0 不 必 正 合 。 例如 取 五 =Z， 则 有 2- 模 ( 即 


Abel 群 ) 正 合 序列 Z 一 >Z/2Z->0， 其 中 p 为 正则 满 同 态 ， 但 是 
对 号 ==2/22 ,我 们 有 Hom(2/22,Z)==0,Hom(2Z/22Z,Z/22Z) 是 2 
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阶 群 。 从 二 
HomiZ/2,7)— Sion 2/2F ,7/22)>) 


证 
0 0 


不 可 能 是 正 合 序列 ， 
(2) 同样 地 , 雯 905.43B 为 R- 模 正 合 序列 ， 则 Homa( 8， 
D ;>Homa(A4，D)->0 也 不 必 正 合 ， 例 如 考虑 乙 - 模 正 合 话 列 
0 ~>Z->Q 和 D=Z (其 中 i 为 包含 映射 , Q 是 有 理 数 加 法 群 )， 则 
0 不 正 合 . 


0 0 


现在 自然 要 提出 这 样 的 问题 ， 设 如 是 一 个 固定 的 环 ， 对 于 何 
种 瓦 - 模 己 , 由 忆 - 模 序列 4 驴 B_>0 的 正 合 性 一 定 能 推 得 序列 
Homs(P,4)Homa(,B)->0 的 正 合 性 ?这 就 是 说 ,如 果 g :4 二 B 
为 R- 模 满 同 坊 , 则 希望 g。 也 是 卫 - 模 满 同 态 , 即 对 于 每 个 | EHoms 
(P,B), 均 有 hEHoms(P 了 ,4), 使 得 =g,(h)= 二 gh. 或 者 用 图 
表 的 语言 叙述 成 ，; 

对 于 每 个 卫 - 模 图 表 


一 一 一 六 一 一 -2 人 


如 果 行 序列 是 正 合 的 , 则 必然 存在 EHoma( 了 ,4), 使 得 图 表 
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a 5 . . . » 
了 i er a ed A Et ， 


是 交换 的 ， 

定义 满足 上 述 条 件 的 五 - 模 已 叫 作 是 投射 尺 - 楼 . 

投射 模 在 近代 数学 中 起 着 不 小 的 作用 .现在 我 们 给 出 它 的 另 
一 些 刻 画 方式 . 

定理 8 设 P 了 为- 模 , 则 下 列 条 件 彼此 等 价 ， 

(1) 也是 投射 RR- 模 . 

(2) 如 果 4 为 B_>0 是 R- 模 正 合 序列 ， 则 Homa(P,4) 节 
Homa( 忆 ,了 ) 一 0 也 是 £- 模 正 合 序 列 ， 

(3) 如 果 0 一 4 久 B 0->0 是 忆 - 模 短 正 合 序列 ， 则 0-> 


Homn(P, 4) 守 Homs(P，B) 售 Hom,(P,，0C)->0 是 R- 模 短 正 
合 序列 ， 

(4) 每 个 五 - 模 短 正 合 序列 0->4 写 也 马 忆 -0 必 分 裂 . 

(5) 忆 是 自由 BR- 模 的 直 和 成 分 , 即 存在 自由 瑟 - 模 到 和 BR- 
模 及 ,使 得 二 P@OK. 

证 明 (1) 所 :>(2) ,如 投射 模 定义 之 前 所 述 ， 

(2) 《< 之 (3) :由 定理 6(Hom 的 左 正 合 性 ) 和 (2) 即 得 到 (3). 
反之 ,如果 (3) 成 立 ， 并 且 4 B->0 正 合 ， 则 我 们 有 短 正 合 序列 
0>Ker f>4 性 B->0， 其 中 i 是 包含 映射 ， 于 是 由 〈3) 得 到 短 
正 合 序 列 0>Homa(P,Kerf)->Homa(P,4)SHoms(P, B)— 
0。 特别 地 , 它 的 一 部 分 Homa(P, 4) 蕊 Homs( 己 ,B)->0 是 正 合 
的 。 这 就 证 明了 (2)， 

(1) 礼 (4) :根据 投射 模 的 定义 ， 对 于 图 表 


P 


lp 


Be P 一 we ( 行 正 合 ) 


e 442 。，。 


三 在 玉 - 模 同 态 产 : P 一 下， 使 得 gh 二 1s。 由 定 埋 5 即 知 短 正 合 序 
列 0->4 少 及 马 P_>0 必然 分 裂 

(4) 沪 (5) :根据 引 理 2 ,每 个 模 均 是 自由 模 的 商 模 。 从 而 存在 
自由 忆 - 横 了 和 也 的 R- 子 模 下 ,使 得 0->K 一 ->P>0 是 正 合 
序列 .由 (4) 推 出 此 正 合 序列 是 分 裂 的 ， 特别 地 我 们 得 到 王 宕 
PO@K( 定 理 5 的 (3))， 

(5) 沪 (1) ;对 于 图 表 

Fd 


| 


是 一 一 一 一 万 一 一 一 人 ( 行 正 合 ) 


令 p 为 合成 同 态 下 仿 KDP 巷 P，i 为 合成 同 态 PSK ® Ps 
及, 其 中 pa(zyy)=y,i2a(y)=(0,y)。 于 是 把 上 面 的 图 表 扩大 成 


F 
PP 
' 
| - 万 一 一 一 Sm (0 ( 行 正 合 ) 


对 于 上 日 由 模 了 ， 我 们 知道 存在 - 模 同 态 h1: 了 4, 使 得 图 表 


P 
| 


是 交换 的 (§ 2.2 的 习题 3), 令 h=hiiEHoms(P,4), 则 gh= 


s dF" 


i 本 pg 


gh 1pi 一 fir 二 ff， 从 而 4 即 为 所 求 . 


类 似 于 投射 模 的 定义 ， 我 们 有 
定义 设 7 为- 借 . 如 果 对 于 如 - 模 图 表 


0——%— A fp ( 行 正 合 ) 


| 


必 有 hECHoma(B,J), 使 得 图 表 


f 


人 一 一 2 一 A 一 一 -也 
iA 
是 交换 的 , 则 称 y 为 内 射 R- 横 . 

定理 8” 设 J 为 A- 模 , 则 以 下 诸 条 件 彼此 等 价 ， 

(1) J 是 内 射 BR- 模 , 

(2) 车 0 一 4-9B 是 B- 模 正 合 序列 ， 则 Homa(B，J) 力 
Homr(4,J) 一 >0 也 是 R- 模 正 合 序 列 ， 

(3) 若 0?423B6 吧 0->0 是 BR- 模 短 正 合 序列 ， 则 0> 
Hom (C ,JJ)s>Hom (B， J) Hom,(4, J ) 一 0 是 RR- 模 短 正 合 
序列 ， 

(4) 每 个 卫 - 模 短 正 合 序 列 0 一 J 一 B 一 0C 一 0 都 是 分 裂 的 。 

(5) 车 .为 某 个 五 - 模 刁 的 子 模 ， 则 J 必 是 B 的 直 和 成 分 ， 

证 明 ”由 于 本 书 不 用 内 射 模 的 知识 ， 故 证 明 从 路 。 但 对 于 读 


ee A444 s， 


者 却 是 熟悉 和 运用 正 合 序列 和 交换 图 表 的 一 个 很 好 的 练习 . | 


由 定理 8 的 (5)( 或 者 由 8 2.2 的 习题 3) 可 知 自 由 模 必 为 投射 
模 ， 但 是 反 之 不 然 ， 例 如 ,我们 有 Z/6Z- 模 闻 构 乙 /6 忆 兰 2Z/2Z@ 
Z/3Z、 从 而 Z/2Z 和 2Z/3Z 均 是 投射 Z/6Z- 模 。 但 它们 显然 均 
不 是 自由 Z/6Z- 模 ， 不 过 在 许多 方面 ,投射 模 可 看 成 是 自由 模 的 
一 -种 推广 .并且 对 于 某 些 特 殊 类 型 的 环 BR, 有 限 生 成 投射 - 模 必 
然 是 自由 卫 - 模 .比如 说 z 

定理 9 局 部 环 (R,m) 上 的 有 限 生 成 投射 模 必 是 自由 模 ， 

证 明 设 P 是 有 限 生成 投影 - 模 。 于 是 有 RR- 模 满 同 态 7: 


一 己 , 其 中 下 = 四 BRzi 令 nn 是 满足 这 些 条 件 的 最 小 自然 数 。 这 


时 了 二 Rx(v1) 十 "… 十 Rx(zn)， 令 大 二 Kerx。 我 们 先 证 明 万 
mF .假如 REK,kKmF, 则 当 避 唯一 地 才 示 成 有 =7T1X%1++，…- 
+yagn(ricE 吾 ) 的 时 候 , 必然 有 某 个 7; 不 属于 m， 不 妨 设 71& mm， 

则 ri 全 UCBR) .从 而 x1 一 ?T= 二 一 rT 《T7272 十 "十 ?ntn) .将 此 式 作 


炉 


用 x， 即 得 到 xx (x1) 二 2 一 7717in(%;)。 这 表明 P=Ra(x2)+ 


i 二 2 


.+Rrz) 令 7'= 外 Rw 而 x/: 了 '_>P 是 x 在 了 的 子 模 
目的 限制 ， 由 上 面 所 述 可 知 x 也 是 满 同 态 ， 这 就 与 1% 的 极 小 性 
相 了 矛盾 ， 因 此 五 三 m 一 . 

现 在 0-> 开 -> 不 三 P->0 是 R- 模 正 合 序列 。 由 于 PP 是 投射 
模 ， 从 而 这 个 得 正 合 序列 是 分 询 的 。 于 是 已 三 下 四 忆 ， 己 兰 己 ， 
从 而 了 = 二 K@®8P'EmF+P'EF, 即 『=mF+P'， 从 而 m(F/ 
P=(mf+P)/P'’= 了 F/P’', 由 于 了 了 /P/' 是 有 限 生 成 及 - 模 。 利 
用 中 山 引 理 可 知 f/P’=0, 即 P’=f， 从 而 PP 三 ff, 于 是 了 为 
自由 友 镇 .| 
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我 们 在 $ 2.6 中 还 要 证 明 ( 作 为 定理 12(A) 的 直接 推论 )， 如 
果 足 为 主 理想 整 环 ， 则 有 限 生成 投射 五 - 模 也 必 为 自由 模 . 


本 题 
1. 证 明定 理 8 。 
2. 设 己 (JEJ) 均 为 玉 - 模 ,求证 ， BP 为 投射 BR- 模 > P;(IEJ) 
均 为 投射 R- 模 , 


(1) Z， 04 久 B 忆 C0C->0 是 分 裂 的 短 正 合 已- 模 序列 . 


(2) 对 于 每 个 R- 模 D, Hom(D,@); 0->Homs (D, 4A) Homa (D， 


B) 全 Hom(D,C)->0 均 是 分 型 的 短 正 合 序列 . 

(3) 对 于 每 个 忆 - 模 DD, Hom(e,D)，0->Homs(C，D 门 蕉 Hom (B， 
D) Homa(4,D)->0 均 是 分 裂 的 短 正 合 序列 

[提示 : (1) 仿 (3): 由 序列 & 的 分 烈性 可 知 有 同 态 a:B->4, 使 得 agp = 
14。 试 验证 gg*a* 二 lpong(4, D。 从 而 2 为 满 同 态 。 于 是 Hom(Z ， 万 ) 为 
得 正 合 序列 。 并 且 由 p*a*=1 知 此 短 正 合 序列 是 分 裂 的 。 (3) 仿 (1): 取 万 = 
4。 由 于 wo* 为 满 射 可 知 有 EHoma(B,4), 使 得 14 二 pg*(f) 一 fp。 从 而 9 
为 单 射 ， 于 是 @ 为 短 正 合 序列 ， 再 由 fp=14 可 知 @ 是 分 裂 的 。 类似 地 证 
明 (1)< 拓 >(2)。] 

4. 设 是 有 限 生 成 投射 五 - 模 , 则 Homs(P,R) 也 是 有 限 生成 投射 R- 
模 ， 、 

5. 设 4 SC-*0 是 R- 模 正 合 序列 。 则 ，C 为 投射 BR- 模 和 -> 存在 
RR- 模 同志 h:B->4, 使 得 fhf=f. 

6. 设 C 为 有 R- 模 ,MM*=Homs(M,R),M**= 二 Homr (Hom; (MWM ,BR), 
有 )， 对 于 a€E€M, 定 义 9o:Homs(M,R)3R,fr>f(a). 

(1) 求证 p: MY 一 MM**,amgp。 是 RR- 模 同 态 ， 

(2) 如 果 凡是 自由 RR- 模 , 则 gp 是 单 同 态 . 

(3) 如 果 是 有 限 生 成 投射 及 - 模 , 则 op : 形 一 到 是 BR- 模 同 构 ， 
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$8 2.5 张 量 积 算 子 Q@， 平 坦 模 


现在 我 们 介绍 用 来 产生 新 正 合 序列 的 第 二 个 重要 的 算 子 : 张 
量 积 算 子 。 先 谈 什 么 是 模 的 张 量 积 ， 
设 4 和 B 均 为 ER- 模 . 令 下 是 以 集合 4x 如 为 基 的 目 由 
Abel 群 。 考虑 的 如 下 子 集 合 
(a+a’,b)—(a,b)—(a’,b) 
[esd +0) (esd) (ed) a,a’€E Ab,bEB,r cal. 
(ra,0)—(a,r7b) ] 


以 S 表示 由 这 个 子 集 合 所 生成 的 己 的 子 群 ， 我 们 把 Abel 商 群 
FF/S 叫 作 是 BR- 模 4 和 B 的 张 量 积 , 表 示 成 4@nB.( 当 R=Z 上 时， 
@z 简 记 为 @。) 而 其 中 元 素 (a,2) 记 为 a@5， 吕 作 是 元 素 a€ 4 
和 65EB 的 张 量 积 ， 由 定义 可 知 , 4 色 s B 中 每 个 元 素 均 可 表示 成 


> a8b(a:E€ 4,b,€E B65), 但 是 表 法 不 是 唯 一 的 , 因 为 有 如 下 的 
i=1 


关系， 

(a+a’)HL=aWL+a’ OOD， 

a (+6) =ab + aWL (gag,a’EA,b,b’ EB,rER), 

(ra) Bb=ad(ro)., 
如 果 我 们 再 定义 

Tr(a@®ob)=(ra)@b(=a@®(ro)) (rER,a€A,bEB), 
然后 把 这 个 乘 7 运算 线性 地 扩充 到 4@ax 的 全 部 元 素 上 , 即 
r( > ,a,®b, )= > 7(0;08,). 
i=1 " 一 | 


可 以 直接 验证 ,ABB 由 此 可 成 为 请 - 模 . 


定义 设 4,B,C 均 为 BR- 模 。 映射 1 :4x BC 也 作 是 民 - 
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双 线 性 的 ， 是 指 对 于 任意 aa €E4,06.4 CB 各 7rER 均 有 

flat+a’,b)= f(a,0) + f(a’,b), 

f(a,b+b’)= f(a,b)+f(a,b’), 

rf(a,5)=f(ra,b)= f(a,rb). 
例如 ,映射 1:14 x B48@rB,， (a, 5)=a@2b 就 是 RR- 双 线性 映 
射 。 我 们 现在 要 证 明 张 量 积 4 名 4B 对 于 BR- 双 线 性 映射 有 具有 所 谓 
“ 泛 性 质 ”".。 确切 说 来 就 是 

定理 10( 张 量 积 的 泛 性 质 ) ” 设 4，B 和 C 均 是 RR- 模 . 4: 
4xB->4@rB 为 标准 映射 , 即 h(a,5b) = 二 a@b。， 则 对 于 每 个 已 - 
双 线 性 映射 :4x B 一 C, 均 有 了 唯一 的 五 - 模 同 态 f':4@sB->C， 
使 得 f= 二 fh. 即 (集合 和 映射 的 ) 图 表 


AxB 一 一 45 万 
\ / 


OC 


是 交换 的 . 
证 明 由 于 4xB 是 自由 Abel 群 了 的 基 , 从 而 喘 射 了 以 唯 


一 的 方式 扩充 成 Abel 群 同 态 了 : F->C， 即 了 忆 (44,5) )= 
1 


5 fai,0). 而 由 的 RR- 双 线 性 可 知 子 群 S 包 含 在 Ker 了 之 
i=1 


中 .于 是 诱导 出 Abel 群 同 态 1 :了 /S84@sB->C.。 可 以 直接 
验证 了 事实 上 为 且 - 模 同 态 ( 这 是 由 于 ?f(a,b) = f(ra,b)), 并 
且 了 = 了 人。 最 后 ,大 的 唯一 性 是 由 于 :如果 f= 了 hh, 则 f(a@2) 
必然 为 f(a,8)、 而 1 由 此 唯一 决定 ,因为 4@sB 是 由 {a @D 
aE€ 4,bE B} 所 生成 的 .1 


* 4A 。 


利用 张 量 积 的 证 性 质 ， 可 以 证 明 关 于 张 量 积 的 许多 结 采 ， 
引 理 8 设 4,4,;,B,C 均 为 ER- 模 , 则 有 如 下 的 了 -~ 模 同 构 ， 
(1) A BPOrA. 
(2) RO AGA. 
(3) (AIO BEEP A,S:B). 
(4) (A@®1B)OrCEAD( BORO). 
证 明 (1) 考虑 映射 了:4xB—>B@s4A,f (a,b) 二 b&a， 这 
尾 R- 双 线性 映射 (例如 f(a+a’,8)=b@(a+a’)=b@a+b@a 
=J(a,5)+J(a ,5b) 等 等 )， 于 是 由 定理 10 得 到 RR- 模 同 态 f 
-1@ 5B->B@ nA4, 使 得 f(a@82)= 二 656@a。， 类 似 地 ,我 们 有 五 - 模 同 
志 8 :B®@aA4 一 4@aB, 使 得 g' (ba) = a@b， 显然 f'g'= 
tso4， 如 二 14。6s， 从 而 了 是 忆 - 模 同 构 ， 即 4@sB 二 B®@sA. 
(2) 考虑 映射 x 4 一 4， (ra)F274。 这 是 瓦 - 双 线性 喘 丹 ， 
从 而 诱导 出 BR- 模 同 态 1:R@sA4 一 4, 使 得 (7@a) 二 ra。 男 一 
方面 ,考虑 映射 g :4 一 R@r4,g(4)= 二 1@84a。 这 显然 是 RR- 模 同 
态 . 并 且 fg=lu(f g(a)=f(1®a)=1.4=a),gf = lee (gf 
(ra)=g(re)=1@ra=(7'1)@a=7r@a)， 从 而 R@sA4 宇 4. 
(3) 设 训 : 4 一 中 4， 为 标准 能 入 ,即将 akE 4， 映 成 呈 4， 中 
这 样 的 元 素 它 的 第 天 分 量 为 ak 而 其 余 分 量 均 为 0. 又 设 Dr: 
PAA 为 标 维 投 针 , 即 pi((aj);er) 二 a,。 它们 均 是 五- 模 同 
态 ,并且 
(*) 力 it 一 0(R5E 时 ) Pit; = 1 ，， 和 ?Di let 
定义 映射 
a: 电 (4， BaB) (SA., ) BB. 
它 是 由 a((a,@0b); eB 《ai )®@3)= C21; (a;))W8b( 这 是 有 
限 和 ) 经 线性 扩充 而 成 的 贞 射 这 是 E- 模 同 态 . 奶 一 方面 , 上 映射 
(4,) x 2 一 电 (4, 四 xD) ，《(U0)F>(Pi(W)@5)jer 是 卫 - 双 线性 


ee 10 »， 


映 壬 ,于 是 诱导 出 - 模 同 坊 
Pp:(DAVIOaB > DAWaB). 
使 得 B(4@85) 二 (p;(4w)@5b);e:z。 利 用 关系 式 (* ) 可 知 g 和 五 
逆 . 从 而 均 是 - 模 同 构 . 
(4) 证 明 留 给 读者 作 练 习 . | 


设 4,4’,B,B’ 均 是 R- 模 ，f:4->3B,f :4/->B’ 为- 模 同 
4x4 一 DTQaDP (aa Pf (a) f(a’), 
这 是 刀 - 双 线性 映射 ,从 而 诱导 出 唯一 的 及 - 模 同 态 
1@f’:ABrA— BOrB’,, 
使 得 (fg@Tf (eg@a )= 二 f(a)@f'(a’)。 并 且 如 果 又 有 BR- 模 同 坟 
g:B8 一 0 和 g /一 CC , 易 知 有 
(g@e Nf@f)=(gef Bef’). 


定理 11 下 列 诸 条 件 彼 此 等 价 ， 
(1) 2， 4 改 B 忆 C0->0 为 五 - 模 正 合 序列 . 
(2) 对 于 每 个 五 - 模 吕 ， 
D@E: DBA SDO, BISDOC>0 
均 是 五 - 模 正 合 序 列 . 
(3) 对 于 每 个 RB- 模 D， al 
SEOD, AOD—— BOrD 一 OO-~>0 
均 是 R- 模 正 合 序 列 ， 
证 明 (1) 淳 (2)， 为 证 序列 D@B 在 DasC 处 的 正 合 性 ， 
只 需 证 Im(188)= 二 D@sC。 这 由 8 的 满 射 性 不 难得 到 。 因 为 对 
每 个 cEC 均 有 bEB 使 c=g(5). 从 而 对 每 个 4ED 均 有 (1@g) 
(dq@b) 一 d@ce。 而 D@aC 是 由 {gQ@cldeDecEC} 生 成 的 , 所 以 
ImCt@g)=DQ8sC. 


°° 50 « 


由 gf=0 可 知 (OO8) (1®@f)=1®@g8/ =1@0=0, 从 而 Im 
(1@®@f)EKer(1® gg). 

最 后 于 1Im(18 了 ) 一 Ker(13g);: 由 Im(1@®f)S Ker (1@ 8) 
可 知 1@g 诱 导出 82- 模 同 态 1@g: (D@zB)/Im(18f) 忆 D@s 
C .从 而 有 交换 图 表 


(DB NmIBD — i p80 


x NAN 1@g 


DOrB 


其 中 w 为 标准 满 同 态 . 我 们 只 和 需 再 证 1@ g 是 五 - 模 同 构 即 可 . 因 
为 由 此 便 得 到 Ker(1@g)=Ker(18g'x)=Ker rx=Im(1@7). 
考虑 映射 p:DxC(D@sB)/Im (18f),， (ad,c)r> dm ， 
其 中 5 满足 g(5)=c。 这 个 映射 是 可 以 定义 的 .因为 若 又 有 g (5 ) 
二 0, 则 5 一 bp'EKer g 二 Imf ,从 而 4 的 b= 二 4@b'. 易 知 8 为 及- 双 
线性 映射 。 于 是 诱导 出 卫 - 模 同 坊 
:DOC—>(DOaB)/In(1®f), 
使 得 5(d%c)= 482 ,其 中 p( 信 =c。 验 证 万 和 1@g 互 道 ， 从 而 
1@8g 为 下 - 模 同 构 。 这 就 证 明了 DQe 是 正 合 序列 . 
(2) 礼 (1):; 由 引 理 8 给 出 了 有 R- 模 同 构 hu:ASR@rA， 
有 (a) 二 1@8a， 类 似 地 定义 hs 和 je。 可 直接 验证 图 表 
A 了 工 ， B > 0—>0 
Vi Vhs jzo 
RO,Al SS RE BlGeRpaw cc >0 
是 交换 的 。 由 (2) 知 第 二 行 正 合 ( 取 忆 = 屠 ), 从 而 第 一 行 也 正 合 (8 
2.3 习题 5). 
(2) 和 所 之 (3) ， 对 于 任意 模 乙 ,我 们 在 引 理 8 中 给 出 了 厂 - 模 同 


e D1 * 


BO Rt EE 中 


冤 hu: A4@iDDOsA4，hia@d)=d@a， 类 似 地 定义 hs 和 
h。， 可 直接 验证 图 表 
A®D ISB OD SCBD ->0 
以 JP i 


1 
DO A SB DY BSDEY.0 >0 


是 交换 的 ,于 是 由 此 图 表 中 的 一 个 行 是 正 合 的 ,可 推出 另 一 行 也 是 
正 合 的 ， 这 就 表明 (2) 和 (3) 是 等 价 的 ,| 

注 记 1. 定理 11 可 以 简单 地 说 成 , 张 量 积 算 子 D8 和 @ sD 
均 是 右 正 合算 子 . 

2. 如 果 0 一 4 与 妃 是 丸 - 模 正 合 序列 ,对 每 个 R- 模 D, 0->D 
@s4 一 >D@sB( 或 者 等 价 地 ,0>4@sD 并 8B@ sD) 是 否 也 一 
定 正 合 ? 答案 一 般 是 否定 的 ， 例 如 0 一 Z->Q 是 正 合 Z- 模 序列 (其 
中 为 包含 映射 )， 取 D=Z/2 Z, 则 Z/2ZQZ=Z/2Z( 引 理 8 )， 
Z/2Z@Q=0( 习 题 2 )， 从 而 


0—Z/2 L027?2/2 ZOQ 不 正 合 ， 
0 0 


定义 “ 尼 - 模 刀 叫 作 是 平坦 R- 模 ,是 指 , 车 0> 4 性 B 为 忆 - 
模 正 合 序列 ， 则 0->4@ sD 站 $B@iD (或 者 等 价 地 ; 0>D@s4 
-255 p@ aB) 也 必 为 正 合 序列 . 

由 定理 11 可 知 ， 这 也 相当 于 ; 若 0 4 少 妨 C->0 为 - 模 
短 正 合 序列 ， 则 0>4@:D 站 8@sD 23o@。D->0 (或 者 等 
价 地 :0>D@:4 DB B SD@iC->0) 也 必 为 短 正人 台 的 . 
这 也 可 以 简单 地 说 成 ，D 为 平坦 五 - 模 的 充 要 条 件 是 张 量 积 算 子 


@aD (或 DO) 是 正 合算 子 ， 


下 面 是 平坦 模 的 性 质 ， 
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引 理 9 (1) 互 为 平坦 瓦 - 模 . 

(2) 设 有 BE 六 均 为 一 醒 ， 则 外 :为 于 2 组 请- 模 世 过 BED 
均 为 平坦 已- 模 . 

(3) 投射 且 - 模 必 为 平坦 户 - 模 ， 

证 明 (1) 设 7 4-> 已 是正 - 模 同 态 ， 我 们 有 交换 图 表 

f 
4 
ROiAl SROB 
其 中 矿 , 和 hs 是 自然 的 天 - 模 同 构 。 于 是 由 了 为 单 射 可 得 到 1 己 上 
为 单 射 ， 这 就 表明 瑟 是 平 雪 已 - 模 ， 

(2) 首先 我 们 指出 一 个 明显 的 事实 ， 如 果 { 玉 .4 一 4 .ci 为 
一 个 五 - 模 同 态 族 , 则 有 唯一 的 - 模 同 态 甸 f,. O44， 使 得 
(Cai)ier(f (qi))serz， 并 且 旬 f ;为 单 射 全 > (ETD) 均 为 单 射 

现在 设 f :4 一 4 是 五 - 模 单 同 态 , 则 有 交换 图 表 


(图 B)Q@42 (四 B)@as4 
PR Bi 


DBO:A) LS ,BDA') 


其 中 Bs 和 Bi, 是 引 理 8 (3) 的 证 明 中 给 出 的 六- 模 同 构 ， 即 满足 
pb)icr@a)=(Q@ea)icr。 由 此 交换 图 表 可 知 

1@ 下 为 单 射 (1 一 195) 车 访 四 (1;@ 卫 ) 为 单身 (1; 二 15,， 

<€>1@f(iET) 均 为 单 射 ， 

这 就 表明 旬 B， 为 平坦 请 - 模 对 过 B,(i E71) 均 为 平坦 BR - 模 . 

(3) 设 局 为 投射 忆 - 模 ， 则 碧 = P'@BK,P 尘 P', 其 中 下 为 自 
由 有 R- 模 ”但 是 户 同 构 于 一 些 瑟 的 直 和 ， 由 (1) 知 瑟 为 平坦 户 - 模 ， 
从 而 由 (2) 可 知 自由 瑟 - 模 五 也 是 平坦- 模 ， 于 是 同 构 于 了 的 直 
和 成 分 的 P 了 也 是 平坦 请 - 模 , 


系数 环 的 扩张 
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设 f: 一 人 S 是 环 的 问 态 . 我 们 在 §2.2 例 5 中 表明 了 一 个 S- 模 
如 何 借助 于 f 卫 可 成 为 有情 - 模 (rz 二 (7)x, ?ER)， 现 在 我 们 利用 
发 量 积 算 子 ,借助 于 了 可 以 把 一 个 刁 - 模 作成 S- 模 。 最 常用 于 到 
是 3 的 子 环 击 了 为 包含 映射 的 情形 ， 这 时 相当 于 把 一 个 五- 模 的 
系数 环 从 瑟 扩 大 成 SG ， 从 而 是 系数 环 的 扩张 . 

”如 果 .RS 是 环 的 同 态 , 则 昼 自然 地 看 成 是 R- 模 (对 于 
7 和 好 ，,sEw ,定义 7s 王 Jr)s.) 于 是 对 于 每 个 羽 - 模 到 ,我 们 有 张 量 
积 S@ gM. 我 们 已 经 给 出 SDzs 有 的 及- 模 结构 . 进一步 ,对 于 s,s 
ES,mE€EM, 定 义 s'(s@m)==(s's)@@m，。 然后 将 这 种 乘 S 中 元 素 
的 运算 线性 地 扩充 到 整个 S@OsM 之 上 ,容易 验证 S@rM 由 此 而 
成 为 S - 模 。 从 而 系数 环 从 及 改 成 5S.、 

例 设 术 为 Z- 模 (Abel 群 )ZDZ/nZ(n 之 1)， 则 QH 为 QQ 
的 向 量 空间 ， 事 实 上 ， 

QOM=QO ZBZL/nD) SQV DQOZ/nZ) 
QH0Q, 

从 而 Q@M 是 Q 上 的 一 维 向 量 空 间 ， 它 把 Z- 模 上 太 的 扭 子 模 
7T(M)=Z/nZ“ 杀 掉 ”、。 我们 在 $2.6 中 要 给 出 主 理想 整 环 尺 上 任 
意 有 限 生 成 模 及 的 一 般 结构 。 那 时 可 以 看 出 ， 如 果 令 KK 是 情 的 商 
域 ， 则 @sM 即 是 将 必 的 扭 子 模 TCM) 杀 掉 ， 而 变 成 K 上 的 启 
量 空间 ， 并 且 dimx(K@nM) = 二 rankrM( 二 用 中脉 - 线 性 无 关 元 
素 个 数 的 最 大 值 )， 


我 们 已 经 说 过 ，4@@sB 中 每 个 元 素 是 有 限 个 形 如 a@86b 的 元 
素 之 和 ， 但 信人 不 愉快 的 是 ， 这 种 表达 式 是 不 唯一 的 。 例如 在 
ZBZ 中 ，1@5= 二 2@2+1@1， 但 是 当 A4 或 BB 中 有 一 个 为 自由 及 - 
模 的 时 候 ， 我 们 可 以 把 4 名 sB 中 元 素 唯 一 地 表达 成 某 种 形式 ， 

引 理 10 设 了 是 以 了 为 基 的 自由 有 R- 模 ， FP =DRY. 而 -4 
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为 任意 尽 - 模 。 则 4 名 a 卫 中 元 素 均 可 唯一 地 表示 成 4@yi 其 
中 n 宇 0,02a,E A4,y;EY ,并 且 诸 y;(1 志 i ) 两 两 不 同 ， 

证 明 ”表达 式 的 存在 性 是 显然 的 。 为 证 唯一 性 , 只 需 证 明和 如 
果 了 Qi yi 一 > ,DOQYy 其 中 ai,b,E A, y:EY, 并 且 诸 y; (1 委 ; 

i=1 i==1 

<n) 两 两 不 同 , 则 必然 a=B(1<i<n). 

记 4, 一 4@rRy(y EY 了 ). 我 们 知道 4, 一 4,a@yma 是 R- 模 
同 构 , 因此 由 ac@Y=a'Q@y 可 推出 4 二 a 。 进 而, 我们 在 引 理 8 


中 证 明了 
AOaF = AODABDRYSD( ADaRY=O A,. 


仔细 考查 那里 给 出 的 同 构 ,可 知 元 素 2_ 4:@y;E 4@r 了 7 ( 诸 y; 两 
i=1 . 
两 不 同 ) 映 成 元 素 4ty}yer EOA4,, 其 中 tt,}yer 的 第 yi 分 量 为 ty, = 


a:@y(1<i<n) ,而 对 于 其 余 的 yy ,ty 二 0. 因此 车 2 Qi yi = 


2_DiQY， 考 虑 到 它们 在 由 4， 中 的 象 ， 可 知 a,@y; 二 bY; (1< 


【一 


i<n)。 于 是 由 前 所 述 , 便 有 a,=b,(1<i<n). | 


系 1 设 4 和 B 分 别 是 以 了 和 了 为 基 的 自由 Rf- 模 , 则 A@sB 
也 是 自由 玉 - 模 ,并 且 {1z@ylyEXyE7}) 是 它 的 一 组 忆 - 基 . 
证 明 4 中 元 素 均 可 表 为 a = 2 77; (有 限 和 , 7;,ER, 7x;E 


XX),B 中 元 素 均 可 表 为 = 2 siy,( 有 限 和 ， 8; ECR,y;EY), 从 而 
a Wb = 2 7isi7;Q@Y:( 有限 和 ). 而 4 名 14B 是 由 这 种 四 2 生成 
的 .这 就 表明 4@ aB 中 每 个 元 素 均 是 {x@y|xEX, y EY 了) 中 元 
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过 的 及- 线性 组 合 ， 另 一 方面 ， 和 如果 7 TO y; 2 ,TiO y, 


(有 限 和 ,7.;,7i; ER, 诸 注 ， 两 两 不 同 , 诸 y， 也 两 两 不 同 )， 则 由 引 
理 10 可 知 ， 对 每 个 了 均 有 之 ,rr i Xi。 再 由 基 是 BR- 模 4 


的 基 , 即 知 对 每 组 i,7, 均 有 77; 二 7:;， 这 样 证 明了 表达 式 的 趴 一 
性 .因此 4@sB 为 自由 忆 - 模 ,并 且 {z@y|z EX,yEY) 是 4@1B 
一 组 基 . | 
系 2 设 请 是 5 的 子 环 ,NCW 是 以 对 为 基 的 自由 有 R- 模 . 则 S@。 
M 是 以 {1@z|xE 了 对 } 为 基 的 自由 心 ~ 模 ， 
证 明 由 引 理 10 可知, 将 8@sM 看 作 是 - 模 时 ,每 个 元 素 


均 可 表 为 2 87; = 工 s,(1@7,) (si: ES,riER, HB 诸 x; 两 两 
不 同 )， 从 和 而 SQ@a1 中 元 素 均 可 表 成 {1@xz|x EX} 的 5 -线性 组 


2 


合 , 进 而, 车 ysi(1Qxz)= > si(1@xz), 则 ysQ@zi= 》， 
:=1 


=1 i=1 一 上 


s; @x;， 由 于 X 是 忆 - 模 对 的 基 , 于 是 由 引 理 10 即 知 s;=s (1 到 
2<2) .这 就 表明 {1@z1xE€EX} 是 5 - 模 S@sMWH 的 一 组 基 , 而 SR 
M 是 自由 3S - 模 . 1 


习 题 


(以 下 题 中 记 Go =Z/mZ) 

1. 设 4 为 Abel 群 ,求证 ， 

(1) A@Z, A/mA (m2>1), 

(2) QQGs 大 Ga (n,m>1). 

2. 设 4 为 扭 Abel 群 ( 即 每 个 元 素 均 是 有 限 阶 的 ), 则 4Q=0, 但 是 Q 


3. 设 4' 和 B' 分别 为 BR- 模 4 和 B 的 B- 子 模 , 求 证 有 上- 模 同 构 


* D6 。 


其 中 CC 是 4 的 iB 中 由 {aQ@D aaEd4,aE4 ED ERB) 生成 的 BR- 
子 横 ， 

4. 设 a:2, 一 24 是 Abel 群 的 唯一 的 非 零 同 态 。 求 证 1ga :GO 
四 2Z, 是 零 同 态 . 

5。 求证 下 列 三 个 命题 是 彼此 等 价 的 ， 


(1) 0-> 4 了 8B 马 C->0 是 分 裂 的 五 - 模 短 正 合 序列 。 


(2) 对 于 每 个 R- 模 D,0D @n41 革 Dp@ ,BS5,D@i0-0 均 是 分 


型 的 及- 模 短 正 合 序 列 。 
(3) 对 于 每 个 R- 模 D，0 一 4@1D 1B@1D831 0C@ ,D0 均 
是 分 裂 的 R- 模 短 正 合 序列 ， 
6， 设 0 为 环 RR 的 理想 ,有 YH 为 R- 模 。 则 有 民 - 模 同 构 


R MM 
a Os 并 


其 中 aM 二 {有 限 和 qimi|asEa，mi&€ M} 为 用 的 BR- 子 模 ， 
7, 设 a 和 日 均 是 环 五 的 理想 ， 则 有 只- 模 同 构 


R 
a~-b” 


Re R. 
a 


8. 设 尽 为 局 部 环 ,下 入 均 是 有 限 生 成 及 - 模 , 求 证 ,MGQ,N =0& 坟 MM = 
0 或 者 六 = 0。[ 提 示 ， 利 用 习题 6,7, 证 明 - 媒 N _ =- MaN  , 然 


mM OrmN ~ nM) 
后 利用 中 出 引 理 .] 
9， 求 证 多 项 式 环 [zx] 为 平坦 且 - 模 , 
10. 求证， 为 平坦 忆 - 模 的 充 要 条 件 是 ， 如 果 M' 卫 对 马 M 7 为 玉 - 模 正 
台 序 列 ， 则 1 @sN-1L WN@sN 下 Mr @sN 也 为 及 - 模 正 合 序列 
[提示 : 正 合 序列 浇 ' 少 必 驴 MY" 等 价 于 如 下 两 个 正 合 序列 , 0 一 Ker MM' 小 


Im j/ 一 0 和 0->Kerg MEImg>0.] 
11. 设 fA4->B 为 环 的 同 态 ， 由 下 将 BB 作 成 4- 模 , 如 果 有 时 为 平坦 4- 


es S57 。 


i 和 "err EE he Fh HR fi RH er PE ~ 


模 ， 求 证 8@, MM 为 平坦 8- 模 . 

12. 设 肝 入 均 为 平坦 BR- 模 , 则 MOOxN 也 为 平坦 情 ~ 模 . 

13. 设 a 为 环 有 R 的 理想 并 且 qr(R)(R 的 大 根 )，M 为 忆 - 模 ,NN 为 有 
限 生 成 记 - 模 。w:M 一 为 RR- 模 同 术 . 如 果 诱 导 同 态 如 :MM/a MN/aN 为 
注射 ， 求 证 x 也 为 满 射 。 

14. 设 戏 是 有 限 生 成 玉 - 模 ,了 :有 一 Ra 为 瓦 - 模 满 同 态 。 求 证 Kerf 是 有 
限 生 成 五 - 模 .[ 提 示 ; 设 e,………，,e。 是 R" 的 一 组 有 R- 基 ,f(w)=es (ss 四 ， 


证 明 MM 是 Kerf 和子 模 3 Ru 的 直 和 .] 


15. 设 f4 一 B 为 环 的 同 术 ，MH 为 B- 模 , 经 过 了 将 用 看 成 是 4- 模 (a: 
mx 二 (a)m) ,然后 再 把 这 个 4- 模 MM 扩充 成 BB- 模 内 ;= B@4M, 求证 :标准 
B - 模 同 态 g: M~>Mas,y1> 1@y 是 单 同 态 ,并 且 g (M) 是 B- 模 性 s 的 直 和 
成 份 .[ 提 示 ; 定义 p:Ms 一 人，bQ@y 一 by， 求 证 人 Ms = 二 Im g 外 Ker p.] 

16. 设 导 ,， 六 , 尸 均 是 五 - 模 ， 如果 有 R- 模 履 与 N 同 构 , 则 BR- 模 M@s 已 和 
NaP 也 同 构 。 


$ 2.6 主 理想 整 环 上 的 有 限 生成 模 


环 上 有 限 生成 模 的 结构 和 分 类 问题 ， 是 模 论 或 环 论 的 中 心 
问题 之 一 。 对 于 一 般 的 环 尽 ,这 个 问题 是 困难 的 。 当 到 为 域 时 ,这 
个 问题 是 容易 的 ” 因 为 域 尺 上 有 限 生成 模 就 是 有 限 维 忆 - 向 量 空 
间 ， 而 两 个 有 限 维 向 量 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 具有 相同 的 维 
数 . 本 节 我 们 解决 五 是 主 理 想 整 环 的 情形 ,给 出 有 限 生 成 五 - 模 的 
结构 和 分 类 定理 .特别 取 R=Z, 我 们 就 得 到 有 限 生成 Abel 群 的 
结构 和 分 类 结果 .最 后 我 们 还 谈 一 下 本 节 结 果 在 线性 代数 中 的 一 
个 应 用 。 我 们 在 第 五 章 还 要 给 出 Dedekind 整 环 上 有 限 生 成 模 的 
结构 和 分 类 的 完整 结果 . 

关于 主 理想 整 环 上 的 有 限 生 成 模 ， 其 最 关键 的 结果 是 


定理 32 设 且 是 主 理想 整 环 ,MM 为 秩 ? 的 自由 有 - 模 , 则 
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(A4) 型 的 每 个 娠 - 子 模 到 也 是 目 由 天- 模 ;, 并 且 raakg 好 入 
(B) 存在 el 和 en 有 ai ,A EL, ci az | ae， 4 


MM=ReD'..BRe,, M’= RaeD.:..DBRa,e,. 

注 记 设 a4 和 6。 是 整 环 记 中 的 元 素 , 则 alb(a 整除 5) 是 指 有 
CER 使 得 b=ac。 这 也 相当 于 说 (5) 夺 (a). 

证 明 我们 首先 需要 作 些 准备 工作 。 不 妨 设 开关 0， 对 于 每 
个 EHoma( 大 , 玉 ) ,wu( WM) 是 请 的 子 模 , 即 为 请 的 理想 ， 从 而 是 
主 理 粗 ， 于 是 4(H 一 (94),au€ER， 考 成 忆 的 理想 集合 

SES={(a.)|u EHoma (WM, R)). 
取 %==0 可 知 零 理 想 属 于 瑟 , 从 而 是非 空 集合 。 我 们 可 以 不 用 
Zorn 引 理 而 用 反 证 法 直接 证 明 > 有 极 大 元 ， 假如 对 于 之 中 每 个 
理想 a, 都 有 理想 bEZ 大 于 a ,我 们 就 得 到 无 限 递 增 理 想 升 链 a1CC 


QzC :CarC'…, 易 证 a= 【jo 也 是 中 理想 ， 于 是 4= (4)， 
只 一 ] 


由 于 aEa, 从 而 & 必 属于 某 个 0 。 于 是 asCaaiSn 一 (aa)Snn。 
这 就 导致 矛盾 。 于 是 包含 极 大 元 设 a 有 请 二 (4,) 是 之 中 一 个 
极 大 元 , % E Homa( 好 ,及 ). 任 取 且 - 模 条 的 一 组 基 x+1,*，… ,Xx;; 盈 


M= @ Res.. 令 


pi: M2., pi( ars )=0, 
k=1 


则 p;:EHoma( 导 ,RR)(1<i<n)， 由 于 收 ^ 半 0, 可 知 至 少 有 一 个 i 
使 得 p;( 下) 六 0, 但 是 p,(MM') EZ 这 就 表明 互 中 包含 非 零 理 
想 ， 特 别 地 ,中 的 极 大 元 (as) 不 是 零 理 想 , 即 au 关 0, 于 是 was0 

令 e’' EMUN 使 fe =a,,; 则 ee 人 0 进而 ,对 于 每 个 vEHoma( 2 ， 
忆 ) ,必然 a.jv(e’)， 因 为 车 令 4 二 (as,v(e )), 则 有 5,cEE, 使 得 


i 和 


d 二 bau+cv(e’)， 于 是 d= 二 (bu 二 cv)(e’) 二 wl(e ,其 中 凡 二 bw 二 + 
cv€EHoma( 骨 ,有 慷 )。 从 而 (aj) 全 (4) 导 w( 以 EZ， 由 (a,) 的 极 
大 性 即 知 (Cau)=(4)， 但 是 4 二 (as,v(e )) ,从 而 必然 as|v(e’), 
特别 地 我 们 有 a | p;(e (1<i<n)。 这 表明 e’ 表 成 +1,… ,x, 的 
娘 - 线 性 组 合式 时 a 除 尽 全 部 系数 ， 从 而 有 eE MM 使 得 e 二 ae. 
于 是 ws 一 zx(e 人 )=% (aue) 一 auu (e)。 由 于 wuss0， 从 而 wx (e) = 
1. 
现在 我 们 要 证 明 
M = ReDKeru, (1) 
HM’= Re’OD(H'NM Ker wu). (2) 

对 和 干 每 个 XE M,w=u(r)et+ (wx—u(w)e),m u(r—u(r)e) 
w(x) 一 u(x)u(e)=0 (因为 u(e)=1). 这 就 表明 x 一 u(x)e€ 
Kerwuw.， 有 从 而 

M = Re-- Ker uu., (3) 
类 伺 地 ,对 于 yE€ 有 和 则 u(y) 二 bas,bER( 因 为 u(y) Eu(M')= 
(au))。 于 是 ybae+t(y—u(y)e)—=be’ +(y—u(y)e), 而 y— 
u(y)eEKeru. 这 就 证 明了 
M’= Re’-:- (MKeru)., (4) 
我 们 还 需要 证 明 (3) 和 (4) 式 右边 均 是 直 和 。 这 相当 于 要 证 明 Re 
人 Keru=0,Re’ 间 (AM’NMNKerw)=0。. 我 们 只 需 证 明 第 一 式 ,因为 
由 第 一 式 立 得 第 二 式 . 设 xE€ Re 站 Ker w, 则 w=ce,cER， 并且 
uw(w) 二 0 于 是 0 二 W(x) 二 u(ce) 二 cu(e)==c， 从 了 而 X= 二 ce 二 0:e 
二 0， 这 就 表明 Re 站 Ker w=0。 于 是 我 们 证 明了 (1) 和 (2) 式 ， 

有 了 以 上 的 准备 ， 我 们 现在 来 证 明定 理 中 的 (4)。 由 于 对 中 
最 多 有 ?个 元 素 是 且 - 线 性 无 关 的 (§2.2 习题 4) ,从 而 它 的 子 模 也 
是 如 此 。 所 以 我 们 只 需 对 每 个 7(0<7r 所 nn) 归纳 证 明 如 下 的 命题 
即 可 . 

命题 已 7)， 如 果 丈 的 R- 子 模 入 至 多 只 有 ?7 个 元 素 是 -… 线 


从 有。 


性 无 关 的 , 则 六 是 自由 瑟 - 模 ， 

己 (0) 显 然 正 确 ， 设 >1， 而 当 7< 时 P(r) 均 成 立 ， 如 果 
子 模 于“ 天 0, 并 且 至 多 有 个 元 素 是 及 -线性 无 关 的 ， 对 于 必 ' 按 
本 证 明 前 部 分 所 述 ， 我 们 就 得 到 (2) 式 其 中 子 模 开 人 Keru 中 
眉 - 线 性 无 关 元 素 显 然 不 能 超过 9 一 1 个 。 从 而 由 归纳 假设 可 知 
MM’' 丫 Ker 为 自由 情 - 模 ， 于 是 HM’ = Re’@(M’' 站 Kerz) 也 是 目 
由 如- 模 . 即 P(g) 成 立 ， 这 就 证 明了 (4)， 

天 证 定理 中 的 (B8)。 我 们 对 %= 二 rankas NH 归纳 ， n= 二 0 时 (8B) 
显然 成 立 . 假设 玫 的 秩 小 于 % 时 (B ) 均 成 立 ， 我 们 根据 ( 4 ) 知 道 
Ker w 为 自由 如- 模 ， 而 由 (1) 式 可 知 rankr(Ker 4&4) 二 2 一 1, 对 于 
Ker 4 和 它 的 子 模 MY’ 个 Ker 4 利用 归纳 假设 ,可 知 有 e2,:**,enE€ 
Ker2 az ,a,ER,a| as|i:.':|a,,g9 志 1n ,使 得 

Keru = Re,dD...BRe,, 

M’'NN\Keru= Rae, D:DRa,e,. 

”于 是 令 41=q4,e1 二 e ,注意 二 aue; 从 而 由 (1) 和 (2) 式 得 到 

M= Rel@DB':''BRe,, M’= RaielD.:''ODRhRa,e,. 

但 是 我 们 还 需要 证 明 ailas， 由 于 e1,**' ,en 是 琅 - 模 用 的 基 , 从 而 

可 定义 ?EHoma( 肛 ,及 ) ,使 得 
v(e)=v(e2)=1,v(e3)=***=v(en)=0, 

于 是 Qi 二 a6 二 v(awel) 一 v(e’) Ev(M')， 因此 (a.)Sv(M)EZ. 

由 于 (96) 为 三 中 极 大 元 ， 可知 2 二 (qs) 一 (41)， 但 是 as= 

v(aze2) Ev(M), 从 而 as€(a1), 即 a1la,， 这 束 完 成 了 定理 12 

的 证 明 , 1 

注 记 习题 6 是 定理 12 的 矩阵 形式 。 并 且 我 们 这 里 给 出 的 
证 明 实 际 .上 也 就 是 通常 将 一 个 方 阵 化 成 在 初等 变换 下 与 它 等 价 的 
对 角 阵 的 方法 . 不 过 我 们 这 里 不 是 在 域 上 而 是 在 主 理想 整 环 上 作 
这 件 事情 。 


* 站 。 


定理 12 是 关于 自由 在 - 错 的 结果 。 我 们 知道 ,如 果 正 是 整 环 ， 
则 自由 羽 - 模 都 是 无 扭 模 . 所 以 对 于 任意 的 有 限 生 成 及 - 模 ， 我 们 
还 要 考 虚 它 的 扭 子 模 7T(M)。 下 面 的 结果 是 令 人 慷 快 的 

引 理 12 设 瑟 为 主 理想 整 环 , 邓 为 有 限 生 成 鼠 - 模 . 

(1) 如 果 有 如 为 无 扭 模 , 则 CY 必 为 自由 五 - 模 . 

” (2) 在 一 般 情形 下 , M 中 存在 秩 有 限 的 自由 刃 - 子 模 书 ， 使 得 
M= FOTM). 

证 明 (1) 不 妨 设 妈 关 0， 设 是 有 R- 模 以 的 一 个 有 限 的 生成 元 
集合 。S={zl……，2n) 是 入 的 一 个 极 大 五- 线性 无 关子 集合 。 由 
于 于 天 0, 从 而 和 中 有 非 零 元 素 ， 又 由 于 歼 是 无 扭 的 ,每 个 非 零 元 
素 均 形成 -线性 无 关 的 一 元 集合 。 因此 4 非 空 , 即 2 关 1， 由 性 
生成 的 歼 的 瓦 - 子 模 玉 显然 是 以 3 为 基 的 自由 瑟 - 模 ， 即 到 三 
外 Rx,， 对 于 每 个 yEX， 由 的 极 大 性 可 知 {(y ,x1,… 2") 是 
-线性 相关 的 ， 从 而 有 不 全 为 零 的 7 ,71,'…* ,7，, 扎 慷 , 使 得 

Tyy +7iN1+ :+7 二 0, 


于 是 ryy 王 一 (7121 十 "十 Yangn) CE ， 由 于 zl1,… ,Yn 是 必 - 线 性 
无 关 的 。 可 知 必然 "天 0。 现在 令 = 于,, 则 ”天 0( 因 为 忆 为 整 
Yy 乱 


环 而 7, 均 不 为 0)。 从 而 对 每 个 yEX, 均 有 7YEF， 因 为 X 生 成 
MM ,从 而 ?YM 三 F. 但 是 由 定理 12, 自 由 芋 - 模 五 的 子 模 7M 也 是 
自由 五 - 模 ， 最 后 定义 
f:M—rM,fm)=rm (mEM). 

这 是 - 模 满 同 态 ， 由 于 及 中 没有 扭 元 素 并 且 7? 才 0, 从 而 Ker = 
0。 即 了 为 五- 模 同 构 。 于 是 戏 同 构 于 ?MH ,从 而 是 自由 五- 模 . 

(2) 我 们 有 五 - 模 得 正 合 序列 

OT (M) SMSM/T(M)—>0 
但 是 以 /TI(MH) 是 无 握 R- 模 。 由 (1) 知 MY/T( 收 ) 是 自由 瑟 - 模 . 
所 以 也 是 投射 五 - 模 。 于 是 上 面 的 正 合 序列 是 分 裂 的 (定理 8 的 


。 52 。 


《4))， 所 以 了 (27) 是 歼 的 直 和 成 分 ， 即 开 = 丰田 70( 双 ), 于 是 三 
空 儒 /T(M)， 从 而 了 是 自由 召 - 模 而 由 必 的 有 限 生 成 性 质 可 知 
Fr 的 秩 有 限 ,1 

注 记 。 (1) 在 直 和 分 解 式 下 = 人 (下 ) 四 及 中 ,下 不 是 唯一 决 
定 的 。 但 是 若 又 有 M=T(M)@®F’, 则 FM/T(M) 衬 F', 
于 是 自由 RB- 模 户 和 和’ 有 相同 的 秩 . 因此 ranksF=rank。 
放 /T(MM) 是 由 对 所 唯一 决定 的 ,我们 把 ranks 及 /T( 有 YH) 叫 作 是 
有 限 生 成 肪 - 模 必 的 自由 秩 . 不 难 证 明 ， 开 的 自由 秩 等 于 1 中 马 - 
线性 无 关 元 素 的 最 大 个 数 ( 习 题 1 ). 

(2) 若 召 - 模 好 不 是 有 限 生 成 的 , 则 引 理 12 中 的 (1) 不 一 定 正 
确 ( 习 题 7 ). 


现在 证 明 我 们 的 主要 结果 一 一 主 理 想 整 环 上 有 限 生 成 模 的 结 
构 和 分 类 ， 
定理 13 设 甩 为 主 理想 整 环 , M 为 有 限 生成 互 - 模 ， 
(D 存在 % 宇 0,71,*… ,7,:ER(t 宇 0),， ?7; 均 不 为 0 和 单位 ， 
71172|*…|7,, 使 得 
人 二 RODR/A(TD)DO: DR/(T,) (BR- 模 同 构 ). 
并 且 1% 和 理想 (71),.…:,(7,) 由 必 所 唯一 决定 
(GD 存在 % 宇 0 和 有 中 素 元 ?1,…*,P:( 不 必 不 同 )(k 宇 0) ,以 
及 正 整 数 s,,.… ,s; ,使 得 
MM 二 ER"DR/(PN ODO..DR/(p) (RR- 模 同 构 ). 
并 且 %* 和 且 的 理想 (p?);,*，…, (ps*) 由 居所 瞧 一 决定 ， 
注 记 ” 主 理想 整 环 且 中 的 元 素 ? 叫 作 是 豪 元 ,是 指 (p) 为 R 的 
素 理想 . 
证 明 设 忌 - 模 开 可 以 由 和 个 元 素 生 成 , 则 到 是 秩 为 双 的 自由 
忆 - 模 王 的 商 模 ， 即 存在 劝 的 子 模 S， 使 得 政 兰 丸 /S. 根据 定理 
12,S 为 自由 瓦 - 横 ， 并 且 存 在 巴 的 一 组 基 el ……，,ew 和 非 零 元 素 


。63 。 


21 0 ER aaa| … | cy, 使 得 
fF=ReD:..WhRen,S= RaeD'..DRa,e, 


于 是 

MF/S=(ReD'..BRe,)/(RaireD...BRa,e,) 
~ Re ， Res ,os 

aed DREae. DRertid DRe, 


RR/(a)DB'.:BR/(a)DR" (n=m—g) 
设 a1,…… ,a 的 前 9 -个 为 召 中 单位 ,而 后 二 个 不 为 单位 .并 且 记 
后 二 个 为 7 Ty 则 Yrs |r ,sR/(a;) 宇 RBR/R=0(l1<1i<g 
一 引 从 而 
MR"OR/(r)D.….DR/(r). 
这 就 得 到 了 ( 工 ) 中 所 述 的 表达 式 ， 进而 ， 主 理想 整 环 甩 必 然 是 唯 
一 因子 分 解 整 环 ， 即 有 中 每 个 不 是 单位 的 非 零 元 素 7 均 可 唯一 地 
表 成 7 一 2 ps 其 中 Pp1,.…* ,ps 是 彼此 互 素 的 素 元 ,ai>>1C1 太 ; 
三 8) ,而 7 一 s 表 示 元 素 7 和 s 相伴 , 即 存在 单位 EU(R) 使 得 7= 
xsS，( 或 者 等 价 地 说 成 ;理想 (>) 和 (s) 相 等 . ) 由 于 理想 (2 ) ……， 
(2 ) 是 两 两 互 素 的 ,从 而 由 中 国 剩余 定理 可 知 有 厂 - 模 同 构 
R/(r)R/(pY) DB .. DR/(p?:). 
将 (了 的 表达 式 中 每 个 B/(7,) 都 再 作 如 此 形式 的 分 解 ， 我们 就 得 到 
了 (DD) 中 的 表达 式 ， 
现在 谈 ( 了 和 (ID 中 表达 式 的 唯一 性 问题 ， 我们 从 (1 中 表达 
式 开 始 ， 不 难看 出 味 是 已 - 模 歼 的 自由 秩 . 从 而 由 于 所 决定 ， 于 
是 T(HMU) 宇 R/(PI) 加 …: 中 RR/(pP8*)， 由 于 Pi1,*… ,Ps 中 可 能 有 
彼此 相伴 的 素 元 ,我 们 把 (pf'),，…,(px*) 重 新 排列 成 
{(g77),* + , (gf ), 92),** ,gq92 ),* .+ ,941), +*., 


(ga4*'a )}, (1) 
其 中 is"" "42 是 彼此 不 相伴 的 素 元 ,并且 
ss als- 。 “QI “CQ Rn (#1,* ii ,t=1)。 


s 4 se 


(2) 
了 十 T(M)S OD BD 其 中 了 ,= @ R/(g? 1)， 如 果 {ait*** ,Qi} 
中 有 s, 个 为 lace T,= (R/C(qD)". 

我 们 已 经 知道 ,对 于 瑟 的 任意 天 个 理想 a 和 6b,R/a@sR/b 磋 
R/(a+b)(82.5, 习 题 7). 于 是 车 了 和 4 均 为 正中 素 元 ,a ,p>1， 
则 

R/(p ORR/(9)SER/((p’) + (9)) 

= 全 当 (2) 天 (2) 时 ， 
R/(p™ 0)， 当 (p) = (9) 时 . 
从 而 对 于 1 和 as 入 


及/ (9 人) 人 RCI) ER/(g) Oa (©® (R/(q! )") 
(§ 2.5, 习题 16) 
= @ (R/(GN) OR/ (DY) 
= 四 


(R/(g)) DR/(g)) tet 


(3) 
而 当 素 元 9 与 2， … ,gs 中 任何 一 个 均 不 相伴 时 ,对 每 个 a 之 1 均 
有 z 
R/(g")®aT(m)=0. (4) 
注意 到 , 苍 入 为 有 - 模 ， 则 对 于 五 中 每 个 主 理想 (a),(a)N={ax| 
zEN} 也 是 BR- 模 。 并且 车 有 石 - 模 同 构 Ni 人 衬 入;， 则 (a)NN 1 二 
Ca) No， 又 (a) (NI@BN5)==(a)N1@B(a)NNs， 于 是 由 (3) 式 给 出 
有 - 模 同 构 
(gD) BR/(g) BHT MN) SG /ge Sn 


SR/(q)) TS 
(la N,). (5) 


Do 


由 (5) 式 可 知 等 式 有 有 边 可 看 成 是 /(g;) 上 的 自由 模 , 并 且 秩 为 sa 
十 sx。 由 于 (3),(4) 和 (5) 式 左边 完全 是 五- 模 肥 的 特性 ,从 而 
由 (3) 和 (4) 式 可 知 (91),*…*,(9;) 是 由 用 所 决定 的 ， 对 于 每 个 1， 
(si 和 4)， 由 (5) 式 可 知 se+… 二 SIsa 和 Ni) 由 歼 所 决定 ,从 
而 seo(1 委 c 和 六 ) 由 所 决定 .因此 failyaiz Qi} 由 好 所 决 
定 。 这 就 表明 集合 (1 由 以 所 决定 ,也 就 是 (pf 2Di) 册 好 所 
决定 ， 

由 (1) 中 表达 式 的 唯一 性 不 难 推出 (1) 中 表达 式 的 唯一 性 . 
因为 集合 (是 将 7 分解 成 " 素 元 逢 "的 乘积 之 后 ， 其 金 部 
“ 素 元 寡 "所 组 成 的 集合 ， 由 条 件 7ijlrz?| '… | 不 难得 到 


7 一 (gg 4 ) 


(7,-_1) = (H gs ti ) 


上 


PT 一 十 上 


由 于 集合 (1) 由 江 所 决定 ,从 而 由 上 面 诸 式 可 知 (71),，…,(7,) 也 由 
1 所 决定 ， 这 就 完全 证 明了 定理 13. | 


定义 ”定理 13 中 的 理想 集合 {(71),，…*,(7,)} 叫 作 是 有 限 生 
成 及 - 模 邓 的 不 变 因 子 ， 而 人 2 人 ,《2Pi*)} 了 叫 作 是 的 初等 因 
子 . 

由 定理 13 立刻 推出 

系 ( 主 理想 整 环 上 有 限 生成 模 的 分 类 )” 设 请 是 主 理想 整 环 ， 
二 和 NN 均 是 有 限 生 成 五 - 模 。 则 下 面 三 条 件 彼 此 等 价 ， 


»* 人 人。 


(1) 戏 兰 Y( 尼 - 模 间 构 ); 
《2) 到 和 闪 有 相同 的 自由 秩 和 不 变 因 子 3 
(3) MH 和 NN 有 相同 的 自由 秩 和 初等 因子 .i 


现在 我 们 给 出 定理 13 和 它 的 系 的 两 个 应 用 . 第 一 个 应 用 让 
取 情 =Z ,立刻 得 到 有 限 生成 Abel 群 的 结构 和 分 类 结 采 : 

定理 14 (有 限 生成 Abel 群 基本 定理 ) 设 4 是 有 限 生 成 
Abel 和 群 , 则 

(1) A=7Z°@BZ /nLD. .BZ/nZ. 
其 中 9 关 0t20，2 ,Ro 宕 2, 并 且 22 |12。 此 外 ,2 和 
ny 2 是 册 群 4 所 唯一 决定 的 . (wn 是 4 中 世 - 线 性 无 关 元 梁 
的 最 天 个 数 , 叫 作 是 4 的 自由 秩 ， 而 4 … 2 间作 龙 4 的 不 变 
因子 .) 

(ID A=2Z"®DZ/p1" ZB BZ/ pL. 
其 中 nn 汪 0, Pp1,…… ,Ps 为 素数 (不 必 不 同 ) ,RR 这 0。 xl ax 一 1 
此 外 和 {Pi1”,… ,ph*} 是 由 4 所 唯一 决定 的 ， ({p1™,，*'** ,pi*} 
叫 作 是 4 的 初等 因子 .) 8 

系 设 4 和 B 是 两 个 有 限 生成 Abel 群 ， 则 下 列 三 条 件 彼此 
等 价 . 

(1) 4 兰 BCAbel 群 同 构 )， 

(2) 4 和 B 有 相 辣 的 自由 秩 和 不 变 因 子 ， 

(3) 4 和 B 有 相同 的 自由 秩 和 初等 因子 . | 


第 二 个 应 用 是 域 上 有 限 维 空间 六 中 线性 变换 ( 自 同 态 ) 的 标 
准 形 问题 (用 和 气 阵 语言 , 则 是 域 柬 上 ?” 阶 方 阵 的 相似 标准 形 问题 ) . 
我 们 不 想 讲 线性 代数 方面 过 多 的 细节 ， 而 主要 想 表 明 采 用 模 来 处 
理 这 一 问题 是 多 么 地 自然 和 方便 ， 
设 下 是 域 玉 上 的 ” 维 疝 量 空间 。 固 定 了 的 一 组 基 六 之 后 ， 了 了 
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十 每 个 五 -线性 变换 p EHomz(V ,VV ) 对 于 固定 基 羡 可 表示 成 i 上 
的 一 个 % 阶 方 阵 4,qp 和 4 是 一 一 对 应 的 。 并 且 着 p 和 乡 对 于 辐 
一 组 基 分 别 对 应 于 方 阵 4 和 B, 则 9p 土 %,aplaE) 和 gy 分 别 
对 应 于 方 阵 4 土 B,a4 和 48。 从 而 我 们 有 

Homs(V,V) 宇 Mat,() (右边 表示 厂 上 % 阶 方 阵 例 体 )， 这 
既是 环 同 构 ,也 是 卫 - 模 ( 即 -向量 空 间 ) 同 构 ， 并 且 它 们 均 是 7% 
维 的 -向 量 空间 ， 


对 于 pEHoms(V ,V) 和 多 项 式 有 (4) 一 对 aiz'E PLz], 则 


f(g9)= 2 ip EHomz(V ,V)。 (规定 wa=1lr.) 于 是 我 们 有 上 映射 
Ep: F[xJ—>Hom(V,V),f (x) (9p). 

这 是 环 的 同 态 ,也 是 卫 - 模 同 态 。 由 于 dimr 刀 [zj]=+oc ,而 dimnr 
Homr( 了 ,了 ) 一 22< + co 从 而 Kercos0。 由 于 了 [yj] 是 主 理想 整 
” 环 , 从 而 Kerl。 是 PF[zx] 的 非 零 主 理想 ， 于 是 Kerc。 一 (gwCZ))。 
其 中 0 六 qo(z) EF[x], 并 且 如 果 取 go《(z) 为 首 一 ( 即 最 高 次 项 系 
数 为 1 的) 多 项 式 , 则 gd。(z>) 是 由 Kere。 从 而 由 9 所 唯一 决定 的 . 
我 们 称 9, (z) 为 线性 变换 9 的 极 小 多 项 式 。 由 这 个 定义 可 知 
9,(z) 由 以 下 两 个 性 质 所 完全 刻画 ， 

(1) gz) 为 五 [zj] 中 首 一 多 项 式 并 且 ve) 一 0. 

(2) 若 fGz)EZExz]j,fo)=0, 则 gz) f(s), 

类 似 地 ,对 于 每 个 方 阵 4AE Mat,(), 定 义 

上: 五 LzZ] 一 Mat (已 ) ,了 (z)F> 帮 4)， 

则 有 唯一 的 首 一 多 项 式 q,(x) E 了 [Lx], 使 得 Ker 564 二 (qs4(%)), 我 
们 称 wa(z ) 为 方 阵 A 的 极 小 多 项 式 . 它 也 由 以 下 两 个 性 质 所 完全 
刻画 

(1 qs(#) 为 了 Lzj 中 首 一 多 项 式 并 且 94(4)=0。 
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(2) 若 f(x)EF[zx] 并 且 f(4) 一 0, 则 g(x)|[f (2). 
进而 ;如果 4 是 9 对 于 下 的 某 一 组 基 之 下 的 表示 方 阵 , 则 qo (x) 二 
94(Z). 

对 于 国定 的 PEHomr(PF 了) ,我们 定义 [xj 在 VV 土 的 作用 
为 : 

f(x):v=f(9)'v (f(r)EFLz],vET). 
由 此 将 广 作 成 为 FLxj- 模 。 我 们 称 V 的 这 个 模 结构 为 9- 结构 . 
于 是 ，U 为 的 fF[zj- 子 模 恰 好 相当 于 说 UU 是 V 的 一 个 9g- 不 变 
子 空间 . 

例 对 于 每 个 向 量 vEF ,Fe ,2)= PEzj:v={f (rz):vIf (2) 
EP[#]} 是 一 个 2- 不 变 子 空间 ， 我 们 将 这 类 2- 不 变 子 空 间 叫 作 
是 9- 循环 子 空间 ， 因 为 它 是 中 由 2 所 生成 的 了 [Lxj]- 循 环 子 
模 ， 


定理 15 设 pEHomr(C7,F)， 则 

(I) 存在 正 次 数 首 一 多 项 式 q1(%),'…',g:(X)EF[zj] 和 VV 的 
9p- 人 循环 子 空间 站!,*…,V,。 使 得 

V=V@D.. .DV,, qi(z) g(r)| 1g (7), 
并 且 q(x) 是 线性 变换 pj;,:V,-> 了 ;的 极 小 多 项 式 ， 进 而 ,qi1(3)， 
…:0(Cz) 由 9 所 瞧 一 决定 ( 则 作 是 gp 的 不 变 因 子 ) ,并 且 gq,(*)= 

qi(w), 

(11〉 存 在 不 可 约 首 一 多 项 式 pi(z)，……，peCz)ERELz (两 
两 不 同 ),V 中 的 qg- 循 环 于 空间 Vs sgVs VV,， 


以 及 mi 之 mw 之 守之 1(1<i<8)， 使 得 
V 二 @ 四 Vis 
并 且 pi:(x)” 为 plv ,Vi, >V,,; 的 极 小 多 项 式 。 进 而， 集合 
{pi(2)™ 11sisss，1 坟 ) 入 4) 由 9 所 唯一 决定 〈 叫 作 是 9e 的 初 
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等 因子 ) ,并 且 go(z) 一 Di(Z)m0 DYD) 2。 
证 明 (I) 将 PV 作成 具有 2- 结 构 的 F[xj- 模 . 由 于 下 作为 
- 模 是 有 限 生 成 的 ， 从 而 作为 五 [zj]- 模 也 是 有 限 生 成 的 。 并 且 
由 于 9。(p)=0， 可 知 go (7z) .了 一 Yo(2D2)F 一 0。 这 表明 入 是 捏 
F[zj- 模 ， 即 作为 [zx]- 模 的 自由 秩 是 0， 于 是 在 定理 13 中 取 
忆 为 主 理 想 整 环 PF[xj], 可 知 有 ffL%]- 模 直 和 分 解 ， 
一 大昌 中 六 ， VF[v1/(g9.(%)), li 
qx) lq Cx): 19 人 7)。 
如 果 取 q;(%) 均 为 首 一 多 项 式 , 则 它们 由 上 其 有 9- 结构 的 FLxzj- 模 
V 所 唯一 决定 ， 从 而 由 9 所 唯一 决定 。 由 于 了 FLzj/ (gi(#)) 是 由 
z 生成 的 循环 了 Lzj- 模 , 从 而 Vi(1<i<!) 也 是 循环 FLxzj- 模 ， 
即 均 为 p- 循 环 子 空 间 。 并 且 Ann(V,)=Ann(F[w]/(9;(%))= 
(qi《(#))。 所 以 qz) 是 gir, 的 极 小 多 项 式 、 最 后 


(g(x))=Ann(7)= {|Ann(V)= {| (9:(2))= (gq.(2)). 
i=1 i=1 


由 于 49,(*) 和 9g.(%) 均 是 首 一 多 项 式 ,所 以 9,(x)=q,(#). 
(ID 由 定理 13 中 的 (ID 完 全 类 似 地 得 出 . | 


我 们 知道 ,对 于 线性 变换 p， 如 果 向 量 空间 按 定理 13 所 述 
两 种 方式 分 解 成 一 些 -不 变 子 空间 的 直 和 , 那 末 适当 给 出 让 的 一 
组 基 使 得 p 对 于 这 组 基 的 表示 方 阵 有 分 块 方 阵 的 形式 ， 现在 我 
们 再 进一步 给 出 每 个 方块 的 相似 标准 形 . 

引 理 13 (有 理 标 准 形 ) 设 pE Hom,(V,V), 则 下 面 两 条 件 
是 等 价 的 . z 

(1) F 为 p- 循 环 子 空间 ， 并 且 gw (z) 一 zr+aiz7 1+ 十 
a EFLY]; 

(2) dimyV =7 ,并且 9 对 于 了 的 某 组 基 的 表示 方 阵 为 
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0 1 

一 Cr 一 47 -1 一 4 
证 明 (1) 沪 (2): 令 = 了 F[xjJ:v, 由 于 go(#*) 为 g 的 极 小 多 
项 式 ， 于 是 (go(#))= 二 Ann(V) 一 Ann(v)。 从 而 对 于 每 个 0 二 
f(x) EF[xj, 如 果 deg f(x%) 过 ?7 一 degqo《w), 必 然 (7T)' 于 0. 这 
就 表明 v2,p(2),'…，g' 1(5) 是 卫 - 线 性 无 关 的 ， 男 一 方面 ,对 于 
每 个 f(x) EF[zx1], 我 们 熟知 有 g(x),7(x)E FLx],， deg r(x)< 
7r, 使 得 f(x)=g(z)gqo(z)+7(z)， 从 而 f(2#)':2== f(g9) v= 
(ge)g (Pp) + 7(9)) :v=7(9) 5. 因 此 VV= 了 [zj]*wv 中 每 个 元 素 均 
是 v,p9(9),… ,9”1(5b) 的 了 -线性 组 合 。， 这 就 表明 wp(2) 

gp"-1(9) 是 了 的 一 组 下- 基于 是 dimpV 二 ?+7， 容 易 验 证 


gp(v) 

2 922(2) 

p(v) . 

2 | . | 

1 9 (9) 

gr) aa pe pg) 
， 
pv) 
p” (2) 


即 A4 为 9 对 于 基 {v,p(v),，…,p'“'(z)} 的 表示 方 阵 . 
(2) 沪 (1) ;假设 4 为 @ 对 于 下 的 某 组 基 {toe=21)22，…2r) 的 
表示 方 阵 。 由 4 的 形式 可 知 
v2= (V1)=90) 07 一 0 (2)， 


C0) pv,) ,1 Ce) 
pv)=p(V0,)=— 40— A190)— 49 "(9). 


* Fl1* 


于 是 了 是 由 2” 生成 的 p- 循 环 子 空间 。， 即 FL[x]:2= 二 VV。 由 (* ) 中 
最 后 一 式 可 知 对 于 9(x#)= 二 x + ar 二 二 010 二 ar 有 102) 
(2) 王 0。 从 而 (2)7 王 0， 但 是 {pp(2) 2 (2)}={v1, 02， 
0r} 是 所 -线性 无 关 的 。 因此 当 0 和 f(x)E FL[zj],deg (x) 
r 时 ,必然 jz) os0。 这 就 表明 q(x) 为 9 的 极 小 多 项 式 ， | 


引 理 14(Jordan 标准 形 ) ” 设 YEHom(V,V)， 则 下 列 两 条 
件 是 等 价 的 ， 

(1) 『 为 -循环 子 空间 , 且 qy(x*)= 二 (x 一 0)",bEF, ?>1; 

C2) dimo(V)=7, 并 且 y 对 于 V 的 某 组 基 的 表示 万 隆 为 

4 站 
1 

证 明 令 p_i EHome(V,V). 我 们 有 两 种 方式 将 V 
作成 [Lxj- 模 .一 种 是 9- 结构 :ff(4)Obv= 二 (9)2, 男 一 种 是 内- 
结构 ,f(z)O,0= 了 (WV)v (vEV). 于是， 

fr)Oww=f (pv= fb.1y)v= f(r—b) Ow (VEV). 
由 于 映射 
Fir]—>F[Lz], f(s)-r>f (2— 0b) 

是 一 一 对 应 ， 不 难看 出 : 

(DD) (zx 一 5)" 为 的 极 小 多 项 式 寺 > 2 为 0 的 极 小 多 项 式 ， 

(ii) 为 y- 循 环 子 空间 志 <>V 为 og- 循 坏 子 空间 ， 

于 是 引 理 中 条 件 (1) 等 价 于 ,“V 是 wp- 循环 子 空间 并 且 9 的 极 
小 多 项 式 为 z'"”. 根 据 引 理 13, 这 又 等 价 于 “dimzV 二 7, 并 且 yp 对 于 

0 1 ? 


0 1 
的 某 组 基 开 的 表示 方 阵 为  . 。 由 于 乡 二 9 十 六 1r， 
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从 而 这 后 一 条 件 等 价 于 引 理 中 的 条 件 (2)， 因 为 Bp 一 bi 对 
于 基 关 的 表示 方 阵 为 


| 


这 样 一 来 ， 我 们 就 得 到 域 存 主 2 阶 方 阵 的 相似 标准 形 的 一 般 
形式 〈 先 分 块 ， 然 后 每 个 块 阵 再 化 成 有 理 标准 形 或 Jordan 标 维 
形 )， 还 应 当 指出 的 是 ,我 们 是 在 任意 域 严 上 进行 的 ， 对 于 每 个 特 
定 的 (或 特定 类 型 的 ) 域 ,比如 有 理 数 域 Q， 代 数 封闭 域 ( 例 如 复数 
域 ) 或 者 有 限 域 ,根据 在 这 些 城 上 多 项 式 因 子 分 解 的 不 同 特点 ， 还 
可 给 出 更 具体 的 结果 ， 


fd 


习 题 

1. 设 妃 为 主 理想 整 环 ， 弛 为 有 限 生 成 R- 模 。 求证 村 的 自由 秩 等 于 并 
中 五 -线性 无 关 元 素 的 最 大 个 数 。 

2. 设 妨 为 主 理想 整 环 ， 于 为 总 的 商 域 。 让 为 自由 秩 是 7 的 有 限 生成 
RR- 模 。 求 证 有 五 -网 量 空间 辣 构 K@aM 衬 KK 

3. 试问 共有 多 少 人 彼此 不 同 构 的 360 阶 Abel 群 ? 

4. 设 R 为 主 理想 整 环 ,7,sER， 且 7? 和 均 不 为 0 和 和 单位, 而且?7 和: 
也 不 互 素 。 求 证 R- 模 BR/(7) 甸 RR/(s) 的 不 变 因 子 为 (7,8)RR 和 [7, sj 有 ,其 
中 (人 rs) 和 [rs 分别 表示 > 和 8 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍 元 . 

5. 设 尽 为 (具有 勾 元 素 的 交换 ) 环 。 则 召 为 主 理想 整 环 人 -> 对 于 每 个 秩 
有 限 的 自由 玉 - 模 2 ,2 的 子 模 均 是 自由 和 借 。[ 提 示 : 和 乓 , 证 明 玉 的 每 个 非 零 
理想 a 均 为 自由 R- 模 ,然后 证 妖 - 模 a 的 基 只 能 是 一 个 元 素 。 最 后 证 环 呈 没 
有 不 为 0 的 零 因 子 .] 

6.〈 定 理 12 的 人 矩阵 形式 ) 设 吾 为 主 理想 整 环 。 4 是 情 上 的 nt 阶 方 阵 
( 即 A4EMat,《B)) ,求证 存在 B,C EMat,(R),detB,detC EU(R) ,使 得 
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mi 


BAC= (sg 


其 中 0 到 ai RO 和 iqg),qlas|'……|as。 并 且 满 足 这 些 条 件 的 41,'…*，a， 
由 4 所 唯一 决定 。 

7. 证 明 Q 是 无 扭 Z- 模 (无 扭 Abel 群 )， 但 不 是 自由 忆 - 模 (自由 Ahbei 
群 ). 

3. 设 4 为 有 限 Abel 群 ,C” 为 非 零 复数 乘法 (Abel) 群 。 求 证 ， 

(1) 4<Hom(4,C*) (Abel 群 同 构 )， 

《2) 对 于 4 的 每 个 商 群 B， 均 存在 4 的 某 个 子 群 同 构 于 B。 上 [提示 ; 设 
B=4/C, 将 Hom( ，C*) 作 用 于 Abel 群 短 正 合 序列 0->0->4 一 A/C 一 0， 
然后 利用 (1)。] 

(3) 对 于 A4 的 每 个 子 群 卫 , 均 存在 4 的 某 个 商 群 同 构 于 8B. 

9， 设 1 为 主 理想 整 环 如上 的 有 限 生 成 模 ， 则 歼 的 每 个 子 五 - 横 仍 是 有 
限 生 成 五- 模 ， 

10. 设 互 为 主 理想 整 环 ,NiN,NWi 是 有 限 生 成 玉 - 模 。0 一 人 一 人 一 N 
一 0 为 五 - 模 正 合 序 列 。 求 证 六 的 自由 秩 等 于 六 和 和 :的 自由 秩 之 和 。 

11, 设 A4 是 由 a,b,cya 生成 的 Abel 群 , 定 义 关 系 为 ,3 8 十 2 c 十 8 d= 二 0， 
5a+b—4c+8d=0,—2a+6--4c—8d=0, 一 G 十 356+25 十 8 9 二 0。 试 将 
4 表 成 循环 群 的 直 和 。 并 求 4 的 自由 秩 , 初 等 因子 和 不 变 因 子 。 

12. 设 4 是 由 a,b5,c 生成 的 自由 Abel 群 ，B 是 由 34a-95+9c 和 94a 
一 3b 十 9c 生成 的 4 的 子 群 。 求 4/B 的 自由 秩 , 初 等 因子 和 不 变 因 于 ，。 
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第 三 章 ”分 式 环 和 分 式 模 ， 局 部 化 方法 


分 式 环 和 分 式 模 以 及 与 之 相关 联 的 局 部 化 方法 是 交换 代数 中 
一 个 重要 工具 , 它 来 源 于 直观 的 几何 背景 。 例 如 在 代数 几何 中 ,我 
们 需要 研究 一 个 代数 得 在 某 点 或 基点 附近 的 局 部 性 质 , 并 且 希 户 
从 各 点 的 局 部 特性 来 把 握 代 数 和 焦 的 整体 特性 ,这 种 方法 在 代数 数 
论 中 也 得 到 很 成 功 的 应 用 .通过 德国 数学 家 Hasse 等 人 的 工作， 
在 数论 研究 中 明确 地 给 出 由 局 部 把 握 整 体 的 一 般 思 想 原 则 , 在 二 
次 型 等 许多 方面 解决 了 不 少数 论 问题 。 现 在 , 局 部 化 方法 已 成 为 
整个 代数 学 (以 及 分 析 和 几何 学 ) 中 一 个 有 效 的 一 般 方 法 。 因 此 ， 
本 章 篇 幅 虽 然 不 长 ,但 是 我 们 在 本 章 中 介绍 的 关于 分 式 环 和 分 式 
模 委 念 以 及 局 部 化 方法 ,将 在 以 后 几 童 中 不 断 地 使 用 . 


§3.1 分 式 环 


我 们 在 近世 代数 课 中 学 过 由 整 环 尺 构 作 它 的 商 域 人 .办 法 
是 , 令 R"= 避 一 {0}), 在 集合 尺 x RB" 中 定义 如 下 的 二 元 关系 ; 设 (a， 
5),(c,d)ERxXR",(a,5)~(c,4d)<->ad 二 bc。 这 是 一 个 等 价 
关系 .由 此 把 五 x 及 "分 成 一 些 等 价 类 ， 我们 把 (a,5) 所 在 的 等 
价 类 表示 成 a/58。 以 表示 全 部 等 价 类 组 成 的 集合 。 在 KK 上 自然 


地 定义 加 法 和 乘法 ， 
a ,Cc adt+obc Gc ac 
b dd bd ba bd 


则 玉 由 此 成 为 域 ， 并 且 通 过 环 的 单 同 态 RK，ar> 卫 可 将 忆 看 


成 是 及 的 子 环 ， 称 为 的 商 域 ，K 是 包含 的 最 小 域 ， 

由 甩 扩 充 成 玉 的 最 大 好 处 自然 是 , 的 每 个 非 零 元 素 在 KK 中 
均 可 作为 分 母 , 即 可 除 届 中 每 个 元 素 。 由 于 域 比 环 处 理 方便 ,所 以 
环 忆 中 的 数学 问题 放 到 域 上 去 考虑 ， 可 使 我 们 增 大 视野 和 工作 
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的 自由 程度 . 

现在 我 们 将 这 种 思想 加 以 推广 .首先 我 们 不 限定 至 为 整 环 ， 
而 只 假定 忆 为 任意 带 有 乏 元 素 的 交换 环 ， 其 次 我 们 不 再 要 求情 中 
每 个 非 零 元 素 均 可 作为 分 母 ,而 是 希望 六 中 某 个 子 集合 S 中 的 元 
素 能 够 作 分 母 ， 而 S 的 选取 方式 可 以 很 多 ， 因 为 我 们 只 要 求 3 请 
足下 面 定义 中 给 出 的 不 算 苛 肇 的 条 件 。 

定义 ” 设 瑟 为 环 ， 五 的 子 集合 S 叫 作 是 玉 的 一 个 梯 法 集 ， 是 
中 它 满 足 如 下 两 个 条 件 ， 

(1) 1EAS， 

(2) 车 ce,pES, 则 apES. 


设 5 为 的 乘法 集 。 我 们 在 集合 RxS 上 定义 如 下 的 二 
关系 ;对 于 (a,s),(b,t)ERxS， z 

(qa,8)~~(5,1) 气 沪 存 在 4E5 ,使 得 u(at 一 8s)=0., 
这 是 一 个 等 价 关 系 . 因为 自 反 性 和 对 称 性 是 容易 验证 的 . 而 传递 
性 是 由 于 :(e，s) 一 (bt (1 一 (CU 有 D 2 和信, 使 得 交 at 一 
bs)=w(bu—ct)=0Dtvw(au—cs)=0( 注 意 由 t,t,wESS 可 知 
{1vwWES)(a,s)~(c,u). 

以 a/s 表示 (a,8)ERxS 所 在 的 等 价 类 . 以 S BR 表示 
Rx 的 全 部 等 价 类 组 成 的 集合 。 我 们 在 S 1! 请 上 如 下 定义 加 法 
和 乘法 ， 


《注意 由 siES 可 知 st € 5). 
当然 要 证 明 如 此 定义 的 运算 与 等 价 类 a/s 和 5/i 中 代表 元 的 
选取 无 关 。 以 加 法 为 例 , 就 是 要 证 明 : 者 GAS 一 GT /t=bi/i, 


at 二 ps Qit 十 DIS 、 、 
则 一 一 一 : i 这 是 因为 ， 
st Sit 
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Qa/s 一 41/81 汶 有 “人 

pp 有 DEC 使 得 v(bli 一 bt)=0 

=>uvf (at+bs)sti—(atribs)st 1 一 (81 一 
Qls)uttiv tt (bti—bt)v:ssiu=0 


yt os ot + bi8i 


3 Siti 

对 于 乘法 也 可 类 似 证 明 . 

不 难 验 证 ,S71R 对 于 如 此 定义 的 加 法 和 乘法 是 具有 勾 元 素 
1/1 的 交换 环 . 零 元 素 为 0/1( 注 意 1ES)， 我 们 称 S71R 是 环 民 
”对 于 乘法 集 5 的 分 式 环 . 

映射 ff:R>S Rara/l (a€ BR) 
古 环 的 同 态 . 但 通常 这 不 是 单 同 态 , 即 Ker 三 不 一 定 为 0. 从 而 一 
般 我 们 不 能 把 五 看 成 是 -1B 的 子 环 ， 事实 上 ,我 们 可 以 对 Ker 了 
作 如 下 的 刻画 : 

引 理 1 Kerf {a ERI 存在 sES 使 得 sa 一 0}， 


证 明 如 果 aEKerf, 则 = 了 从 而 有 sES 使 得 s(a， 


1 一 01) =0, 即 sa=0. 反之 ,车 aE 忆 ,并 且 有 sES 使 得 sa=0， 
则 在 S71!R 中 (注意 这 时 s 可 作 分 母 )， 


于 是 a€EKerf. 

由 引 理 1 直接 得 出 

系 ff: 一 S-1R,ar>a/1 是 环 的 单 同 态 ( 从 而 可 看 成 是 
S71R 的 子 环 ; 和 > 中 没有 元 素 是 有 R 的 零 因子 .1 

环 S "1R 有 如 下 形式 的 泛 性 质 ， 

5| 理 2 设 g:8 一 B 是 环 的 同 态 ，S 为 RR 的 乘法 集 ， 并 是 
g(S) 和 SU(B)(B 的 单位 群 )。 则 有 唯一 的 环 同 态 %:S RR>B, 合 
得 ( 环 和 环 间 态 ) 几 下 


i : 


了 一 月 


SR 
是 交换 的 (这 里 f: BR->S71R 为 ar>a/1)， 
证 明 (1) 存 在 性 ,; 定义 h:S 1R 一 B,h(a/s)=g(a)g(s) 
(注意 5€S 祝 gl(s)EU(B))， 这 里 需要 验证 h 的 可 定义 性 ， 即 


车 = 所 ES-1R, 则 g(a)g(s)-! 二 g(a')g(s’)-!， 这 是 因为 ， 


Qa” 
SA 


之 有 2xE4 使 得 x(as' 一 as) =0 


一 


glu)(gla)g(s’)— g(a’)ge(s))=0 
FE(a)g(s)= g(a’)g(s) (因为 g(u) EU(B)) 
g(a)g(s) =g(a’)ge(s’)! 
(因为 g(s),g(s’)EU(B)). 
易 知 为 环 的 同 态 ,并 且 对 每 个 <cE 五 ， 
hf(l(a)=h(a/1)= g(a)g(1) := g(a). 
从 而 hf 二 g. 
(2) 瞧 一 性 : 设 :S71R 一 B 为 环 的 同 态 ,并 且 g 二 有 hf，。 则 对 
于 每 个 aE 避 均 有 h(a/1)==hf(a) 一 g(a)， 从 而 对 每 个 sE€S 
均 有 hh(1/s) 二 h((s/1)"')==h(s/1)"! 二 g(s) !。 于 是 对 每 个 


o/sE S71R, 均 有 ha/s)= 欠 针 二 ) 一 A( 人 9)k (BS) = 8 (a) 
g(s)-!， 这 就 证 明了 的 唯一 性 . | 

现在 我 们 举 一 些 分 式 环 的 例子 . 

例 1 如 果 3 为 环 巨 的 乘法 集 , 并 且 0E 8。 不 难看 出 S-: 忆 
=0( 习 题 1)， 通 常 我 们 对 此 种 情形 不 感 兴 

例 2 ”如果 五 为 整 环 , 则 3 一 有 + 一 尼 一 {0) 是 刀 的 乘法 集 ， 并 
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且 S71BR 就 是 吾 的 商 域 。 而 且 对 于 任意 乘法 集 S1,S1 下 都 可 看 
成 是 卫 之 商 域 的 子 环 ， : 
例 3 若 及 为 环 ,0 雪 J ER. 则 SS={f"|n 之 0} 显 然 是 的 
乘法 集 ， 这 时 ,S71R 包含 玉 为 子 环 的 充 要 条 件 是 了 不 为 五 的 零 
因子 .比如 对 于 及 二 Z,n 为 一 个 任意 的 正 整数 ， 则 对 于 S={n"| 
r>0},S-1R = 已 2 ' 世 , 即 为 以 n 的 方 第 为 分 母 的 有 理 数 所 组 成 
例 4 最 重要 的 情形 是 S-= 五 一 p, 其 中 是 环 的 素 理 想 ， 
S 为 乘法 集 ( 由 Pp 了 关 R 可 知 1&P, 从 而 1€5; 由 a,bES 可 知 a& 
所 从 而 ap 和 ph， 即 apENS)。， 对 于 @= 玉 一? 这 种 情形 ， 我 们 
把 分 式 环 8@-! 通常 写成 站 p, 则 作 是 环 R 在 了 处 的 局 部 化 ， 比 
如 对 于 瑟 =Z,p=(p)(2 为 素数 ), 则 不 难看 出 
Zoo=| 
换 句 话说 ,在 Ze 中 ,每 个 与 2 互 素 的 整数 均 可 作为 分 母 ， 这 已 经 
相当 接近 于 2Z 的 商 域 一 一 有 理 数 域 QQ 了。 我 们 可 以 期 让 环 Zr)， 
或 者 更 一 般 地 ,局 部 化 Rp 有 比较 简单 的 结构 . 
a 


引 理 8 对 于 PESpec, Rp 是 局 部 环 ,并 且 nm- 位 | a € 


6 


a,bEZ,(p,5)=1|. 


Pp,s€ RO— 是 Ro 的 唯一 极 大 理 , 想 . 

证 明 ”我 们 先 来 证 明 引 理 中 等 式 的 右边 即 是 Ro 一 U( Rp). 
(注意 , 若 4 = 二 E Ba， 易 知 ecEp4->5EP， 从 而 “aE 了 这 个 性 
质 与 a/s 的 代表 元 ac 五 和 sES 的 选取 无 关 . ) 如 果 a/sE 
U(RpjaE 尺 ,sES= 下 -天 则 有 5/E Rp 使 得 7 一 子 于 是 有 


UER—nh 使 得 4(a5b 一 si) 二 0, 即 ul(ab) = stu., 由 于 st 均 不 
属于 P, 从 而 siw 也 如 此 , 即 wab&@p， 于 是 a&p。 即 a€ Eh, 
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I Er 上 , 


反之 若 a/sE€ Rp 并 且 a,sER-p, 则 js/a€ Rb, 于 是 由 一 二 一 


§, a EE 


于 可 知 a/sEU(Ro)， 这 就 证 明了 U(R9)=[ 人 ER 


R—p|. 从 而 Ro 一 U( Rp) ={2e Rp lsE Rp,aEp). 


根据 第 一 章 的 定理 3, 为 了 证 明 及 p 是 局 部 环 ,我 们 只 需 证 明 
Rp 一 U (Rp) 是 Bp 的 真理 想 肥 可， 而 这 件 事 是 显然 的 。 从 而 Bp 
为 局 部 环 ,并 且 mm 一 好 pp 一 (下 p) 是 它 的 唯一 极 大 理想 | 


下 一 个 目标 是 郑 虑 在 环 同 态 BR->3-!BR ,ory 工 之 下 ,下 和 


S-1R 之 闻 理 想 的 限制 和 扩张 的 一 些 特殊 性 质 ， 根 据 定义 , 若 a 为 
RB 的 理想 , 则 0 三 了 (Ca) SS 已 ， 而 对 于 4 下 中 的 理想 bb = 
f-1(6). 今后 我 们 讨论 R 和 5S-!1R 之 间 的 理想 的 限制 和 扩张 均 
是 指 对 于 环 同 态 f 而 言 . 

定理 1 设 S 是 环 有 的 乘法 集 ， 则 

(1) 对 于 忆 的 每 个 理想 ao*= | 各 
Sia), 

(2)S-!1R 中 每 个 理想 b 均 是 RR 中 某 个 理想 的 扩张 ,事实 上 ， 
人 a=b’, MW b=a’. 

(3) a = UW (a:s). 

(4)a:=S-iR€>aN SY. 

(5)a 为 3S-!: 中 某 理 想 的 限制 5 中 每 个 元 素 在 妨 /a 中 
的 象 均 不 是 已/a 中 的 零 因 子 ， 

(6)S-1R 中 素 理 想 一 一 保 序 对 应 于 R 中 与 S 不 相交 的 素 理 
想 . 


证 明 (1) 若 ojsES-ia， 即 aEa，sES, 则 和 = 工 .二 


aEa,sE S | (右边 可 写成 


* 


fq):S-1R=a:， 从 而 S-iaSa。 反 之 ,a" 中 每 个 元 娄 均 可 表 成 
有 限 和 和 


1: 


a bi yab (a€a,b€ER,sES). 
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将 右边 “ 通 分 ”( 即 化 成 公分 母 8 二 s182'…' s,) 然 后 相 加 , 即 知 它 属 
于 5S-ia， 于 是 a 和 5S-ia， 从 而 a*=S "Tia. 
(2) 令 a=b*=f-!1(b), 由 第 一 章 习 题 3 可 知 0 一心 0 二 


ob 总 是 成 立 的 。 另 一 方面 ,如 果 */sEb, 则 工 = 二 ' 工 ED 从 


ol 


而 z= 了 "1( 字 )Eb*==a, 于 是 x/s€8-ia。 从 而 bs Sa 一 0 
Bl b=a°., 

(3) 如 果 yzEa“= (810)"， 则 工 一 二 ,其 中 aEo,sES, 于 是 
有 1ES 使 得 i(xs 一 a) 一 0, 从 而 xz(st) 二 atEa， 但 是 st€ 3， 从 


而 xzE(a:st) 三 [jCa:s). 反之 ,车 xzE 【jj (a:s), 则 有 sES 合 


# 亡 全 #8 忆 8 


得 xs=aEa， 于 是 1:(xs 一 a)=0， 由 于 1€ S, 从 而 丁 一 01s € 


S-ia， 于 是 xE (58-1q)* 二 a**。 这 就 证 明 了 a…= 【) (a:s). 


# 伍 字 
(4) 显 然 R= 二 ST-1R, (S-1R)' 二 1(S 1!1R) = 二 RR. 于 是 由 
(3) 即 知 : 
0 一 S-1PE->a= 有 RE>1E|L (a:s)€ > 存在 s€E5 使 得 


8 全 六 


5 Ena 拓 之 0 人 帮 S 天 人 
(5) 几 于 0 二 a 总 是 对 的 ， 因 此 


» i A i Ts 


a 为 ST1R 中 茶 理 想 的 限制 €>a' 二 a€ -a Sa 

<>| jca:s)sa 
必 毛 - 问 

€<—> 若 XER,SES, TSEa,NM rEa, 

FsSES,TER,TS=0ER/a,M =0E R/a. 

和 失 心 中 每 个 元 素 在 /a 中 的 象 均 不 是 /a 中 的 零 因子 . 

(6) 定 义 两 个 集合 

C={p€ESpecRIpNS = 0)}, EF=SpecS-1R. 

如 果 9E€ 召 .我 们 由 § 1.2 习题 9 已 知 9 =pESpecRB, 并 且 
PN5S= 久 (因为 若 ? 站 5S 妆 名 , 则 由 (4) 知 9 三 9 二 p' 二 S571, 与 9 
为 素 理想 元 慎 )， 于 是 我 们 有 映射 

于 :五 一 C， qq 
反之 ， 如 果 PESpecBR 并 且 ?NS= 名 。 我 们 来 证 p=” Po 


STE. 首先 由 pS= 名 可 知心 - 


二 .全 < 3p, 则 cpEpb， 从 而 ac 或 PEh。 于 是 a/s 或 GE 外。 
这 就 证 明了 ST'pE SpecS-1R， 于 是 我 们 又 有 映射 
gi:CFE, pS 一 
由 (2) 知 召 中 于 理想 p 均 是 扩张 理想 ， 即 存在 中 理想 a 使 
得 4 二 =a. 于 是 gf(9)=9“=a'==a*= 二 q. 这 表明 gf=1s. 另 
一 方面 ,如 果 pEC, 即 p€ESpecR 并 且 pNS= 名 , 则 由 (3) 我 们 有 
fg(p)= p== | (p:s)=p (最 后 等 式 用 到 pnS= 纪 )，. 


es 所 他 
从 而 f8 = 二 1c。 这 就 表明 上 和 g 为 互 逆 映 射 ， 从 而 集合 C 和 如是 
一 一 对 应 的 .而 了 和 g 的 保 序 性 是 显然 的 .| 
”在 定理 1 的 (6) 中 取 S= 五 ~p, PESpecR， 则 对 于 有 BR 中 每 个 
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集合 人 ,TN 站 5S=GBG>7TSp。 从 而 直接 得 到 

系 1 设 p€ESpecB, 则 Bp 中 素 理 想 和 RR 中 包含 于 Pp 之 内 的 
素 理 想 是 一 一 保 序 对 应 的 . 上 

注 记 。 (1) 在 系 1 的 保 序 对 应 之 下 ,中 素 理 想 P 显然 对 应 于 
Rp 的 唯一 极 大 理想 m= 二 5S-'p(S= BR 一 9p). 

(2) 系 1 给 出 一 个 重要 的 原则 ， 如 果 我 们 在 茶 个 问题 中 只 需 
塘 虑 环 忆 中 包含 在 ?之 内 的 素 理 想 ， 那 末 通 过 局 部 化 可 以 去 考虑 
更 为 简单 的 环 Ep 的 素 谱 Spec 8p .因为 这 两 者 之 间 是 保 序 一 一 对 
应 的 。 另 一 方面 ,如 果 我 们 只 想 考 虚 环 户 中 包含 ? 的 那些 素 理 想 ， 
请 转向 商 环 ER/P。 因 为 根据 环 的 同 态 基本 定理 ， 有 R 中 包含 的 素 
理想 与 /t 中 的 素 理 想 是 保 序 一 一 对 应 的 ， 


现在 给 出 利用 局 部 化 方法 研究 环 论 问题 的 第 一 个 例子 。 设 
了 :4~ 瑟 为 环 同 态 , 则 对 每 个 9ESpec 下 ,9 一 三 1C9) 必 是 4 中 的 
素 理 想 ， 但 是 反 过 来 ，4 中 素 理想 不 一 定 是 互 中 某 个 素 理想 的 限 
制 。 

系 2 设 了 :4>B 为 环 的 同 术 ,PESpec 4。 则 了 是 B 中 茶 个 
素 理想 的 限制 后 >Pp 一 ?， 

证 明 瀛 ,; 设 9€ESpec B,P=9, 则 p=4=4°=p, 

革 ; 记 Sf(4 一 P)， 容 易 验证 这 是 BB 的 乘法 集 ( 有 鞠 法 集 的 环 
同 态 象 必 为 乘法 集 )。 由 ?=P 可 知 pP 人 SS= 杂 。( 因 为 如 果 有 zx 
EPANS， 则 有 YE4 一 ?使 得 z= 二 f(y)。 从 而 yE 太 LICz) 王 
fp )= 二 P= 二 .而 这 与 YE A 一 了 巴 盾 .) 所 以 根据 定理 1 的 (4) ,Pp* 
在 S 1B 中 的 扩张 n 是 S571'B 的 真理 想 . 于 是 n 包含 在 SI 的 
某 个 极 大 理想 m 之 中 ,以 9 表示 m 在 8 中 的 限制 , 9 表示 9 在 4 
中 的 限制 则 m 三 n 沪 4=m 在 了 3 中 的 限制 三 n 在 B 中 的 限制 二 
(参考 图 示 ) 字 9 二 P'“ 刁 pp.。 


st EE ste 


A—>B—>S-1B 
hr 世人 (> | 
Nl 1， 限制 
q°<40 <A4m 
力 一 方面 ,由 于 9 是 极 大 理想 m 的 限制 ,从 而 由 定理 1 的 (6) 可 知 
9 为 B 的 素 理 想 并 且 9 站 $= 名, 由 于 仿 二 (4 一 了 ), 从 而 (4) 作 
9 三 jh。 于 是 9 = 了 (9) 忆 1(f(P))p =P。 从 而 9 二 Pp 而 
qESpec B, | z 
习 题 

1. 设 &S 为 处 瑟 的 乘法 集 。 则 (1)3- R=0€>0E€S8. (2)S"'R=R<€> 
SEUVU(R). 

2. 设 5 为 所 R 的 乘法 集 , 9 为 五 的 理想 , 则 

(1) JSrIa=S-IIA qa. 

(2) S- N(R)= 二 NCGS-R)( 其 中 和 N(R) 表示 环 且 的 小 根 )。 

3. 设 a 为 环 尽 的 理想 ， 求 证 S=1-H+a={11+Talaea} 是 五 的 乘法 集 , 并 
且 S-asEr(S- 瓦 )CS” R 的 大 根 ). 

4. 设 S 和 是 环 玉 的 两 个 乘法 集 。 忆 为 了 在 S 有 中 的 象 ( 对 于 ff: RER 一 
SS"!R，ar>a/1). 求证 有 环 同 构 (ST)-'R 二 U-!(S7'R)( 其 中 ST={st|s€s， 
1ET}). 

5， 设 忆 为 非 零 环 ， 生 二 《R 的 对 法 集 S104 S}。 求证 集合 (对 于 包含 
关系 ) 有 极 大 元 。 并 且 ,S 为 的 极 大 元 所 BR 一 5S 为 的 极 小 素 理想 ， 

6， 环 已 的 乘法 集 & 叫 作 是 饱和 的 ,是 指 : 若 xy€S, 则 xE S 并 且 y&€ 9 
求证 

(1) RS 为 饱和 乘法 集 <>R 一 5 是 一 些 素 理想 之 并 ， 

(2) 对 于 每 个 乘法 集 S， 求 证 有 了 唯一 的 包含 S 的 最 小 饱和 乘法 集 S ,并 
且 S=R 一 Lp。 

pe Spech 

pNS=G 
(3) 设 4 为 环 hR 的 理想 ,S=1+a, 试 问 S 为何? 
7. 设 S 和 了 呈 均 为 环 R 的 有 法 集 , 并 且 SST。 令 


* S11 * 


P'S RT Rg(a/s)=a/s(aE RB,sES) 

(这 是 环 同 态 )， 求 证 下 面 五 个 命题 彼此 等 价 ， 

(1) gp 为 环 同 构 。 

(2) 对 每 个 1ET,t/1 eU(S-1R). 

(3) 对 每 个 1E 了 , 均 有 xER 使 得 xtE€ 有 二， 

(4) TSS5S(S 见习 题 6). 

(5) 若 PESpecR,PNT 天 名 , 则 PNS 天 2， 

8. 以 S。 表示 尽 中 不 是 零 因 子 的 元 素 全 体 。 求 证 ， 

(1) S, 为 的 饱和 乘法 集 。 从 而 五 的 零 因子 集合 可 是 五 的 一 些 素 理想 
之 并 ， 

(2) 情 的 每 个 极 小 素 理想 均 包 含 在 D 必 之 中 。 [提示 ;利用 习题 5。 ] 

9. 必 如 上 题 所 示 , 我 们 称 Si' 有 R 为 R 的 全 分 式 环 ， 求 汪 ， 

(1) 5S。 是 R 的 最 大 乘法 集 5S 使 得 f: RS-'R,ar>a/1 为 单 射 。 

(2) So'B 中 的 元 素 或 者 为 零 因子 ,或 者 为 单位 ， 

(3) 如 果 环 五 中 非 单 位 均 是 零 因子 , 则 R55' 有 R( 环 同 构 )。 

10, 设 f4 一 B 为 环 的 同 态 ,考虑 映射 . 

f*:Spec B->SpecA,f*(9)=f-:(9). 

求证 ， 

(1) 4 中 素 理 想 均 为 B 中 某 个 素 理想 (对 于 f) 的 限制 所 > 六 为 满 
射 。 

(2) B 中 素 理 想 均 为 4 中 某 个 素 理 想 ( 对 于 f) 的 扩张 访 f* 为 单 射 ， 

(3) 试问 (2) 中 对 是 否 成 立 ? 

11. (1) 对 于 有 =2Z,S=2 2*, 求 证 人 57'R=Q.， : 

(2) 试 给 出 具有 性 质 “S Z=Q 的 ZZ 中 乘法 集 5 的 一 个 启 男 。 

12. 设 5S 为 环 的 乘法 集 ,0# S。 求 证 ， 

(1) 为 整 环 祁 S-'R 为 整 环 。 

(2) 民 为 主 理想 整 环 访 S-! 忆 为 主 理想 整 环 . 

(3) 号 为 唯一 因子 分 解 整 环 沪 S87' 请 为 上 唯一 因子 分 解 整 环 . 

13. 设 5 为 环 民 的 习 法 集 ,04 S。 如 果 5S"!R 为 整 环 ， 则 有 R 是 否 必 为 整 
环 ?[ 提 示 , 考 虑 R=2Z/62Z,S={2,4}，] 
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14. 设 m 为 环 有 的 极 大 理想 ,n 之 1。 求证 商 环 BR/m" 上 只 有 一 个 素 理 想 
(从 而 为 局 部 环 )， 


15. 设 14-3B 是 环 的 同 坊 ,1(4) 和 站 0， 如 果 4 为 局 部 环 , 则 BB 也 是 局 部 


环 。 

16. 设 PESpecR，m 为 Rp 中 唯一 极 大 理想 。 求 证 域 尺 p/mm 同 构 于 整 
环 五 /pp 的 商 域 . 

17 . 设 了 为 环形 的 极 小 素 理想 ,a€Eh. 求证 有 8ER 一 了 ,kk 之 1 ,使 得 84* = 


18. 设 4 为 环 ,p， ph,ESpec4。 求 证 ， 
Q) 5S = 门 (4 一 P)=4 一 Up; 为 4 的 乘法 集 。 


(2) S 4 为 半 局 部 环 ,更 确切 地 阅 ，Max(S- 4) 一 (3 -4919 为 集合 13， 
"sy pi} 的 极 大 元 }。 
(3) Ap; 宇 (S74A)s-'pi;( 环 同 构 ), 


(4) 若 4 为 整 环 , 则 S-'4= 门 4p,( 两 边 均 在 4 的 商 域 之 中 ). 


§3.2 分 式 模 


现在 我 们 谈 分 式 模 和 模 的 局 部 化 ， 设 5S 是 环 及 的 乘法 集 ， 有 NM 
为 - 模 。 我 们 在 集合 如 x 5 上 定义 如 下 的 二 元 关系 ,对 于 《m， 
§),(m’,s’)EMxS, 

(m,s)~(m ,8s’)<> 存 在 WwE€5 使 得 4u(s’m 一 sm’)=0. 
这 是 等 价 关 系 。 以 m/s 表示 (m,s) 所 在 的 等 价 类 ,S71!1M 表示 全 
部 等 价 类 组 成 的 集合 。 在 S71 中 定义 加 法 为 ， 


mm % 
+ (m,n€EM,s,t ESN). 


可 以 证 明 此 定义 与 等 价 类 中 代表 元 的 选取 无 关 , 并 且 8-!MM 由 此 
而 成 为 Abel 群 ， 零 元 素 为 了 .进而 , 对 于 人 ES-IR (a€ 及， 


a S86 。 


一 — A 


seGES) 和 TE S-1M(me 村 ,t€ES) 定 义 


可 以 证 明 此 定义 也 与 等 价 类 中 代表 元 的 选取 无 关 , 并 且 S- 开 由 
此 而 成 为 3-! 五 - 模 我 们 把 这 个 S-!1R- 模 S71MM 叫 作 是 BR- 模 
J 对 于 已 的 乘法 集 S 的 分 式 模 , 

例 1 分 式 环 S-1R 是 分 式 模 的 特殊 情形 , 即 57"!'R 是 五 - 模 
对 于 的 分 式 模 ， 

例 2 设 4 为 环 瑟 的 理想 ,S 是 情 的 乘法 集 。 则 芋 - 模 a 对 于 
S 的 分 式 模 为 S-ia=| 全 ES-1R|aEa,s ES|. 这 与 $3.1 中 定 
理 1 中 符号 S-ia (那里 表示 9 到 S71E 中 的 扩张 理想 ) 是 一 致 

例 3 ”对 于 最 重要 的 情形 ,S 二 有 R 一 p, PESpecR .我 们 把 Rp- 
模 STIM 记 成 Wp, 叫 作 是 内在 pb 处 的 局 部 化 ， 


类 似 于 分 式 环 的 情形 ( 引 理 1) 可 以 证 明 ,f:M—>STM，,， mrP”> 
m/1 为 至 - 模 同 态 , 并 且 Kerf {mE MM| 有 sES 使 得 sm 二 0}. 
设 fr>mN 为 已 - 模 同 态 ,9 为 如 的 乘法 集 。 定 义 映射 
S-if:S-1M—>S-1IN, Le 
直接 验证 这 是 SI- 模 同 态 。 并 且 如 果 g:N 一 PP 也 是 R- 模 同 
态 ,; 则 STi(ef)=(ST!ig)(S" Ff). 


定理 2 38-! 是 正 合 算 子 ， 确 切 地 说 ,如 果 2 ;MMSS M7” 
为 R- 模 正 合 序列 ; 则 5S-1(@)18-!1M' 人 8-1M 8-!1M' 是 
S-1R- 模 正 合 序 列 . 


e 7 。 


TT 加 


证 明 由 gf:-0 可 知 STige:S"1f=S"'(gf)=S (0) =0. 


从 Milm(S"!f) EKer(S ig). 反之 ,车 时 EKer(S-1g), 则 2 


= EESTIN’. 于 是 有 1ES 使 得 tg (m) 二 0EM”， 但 是 8 为 
R- 模 同 态 ,从 而 g (im) 二 0 于 是 tmEKerg Imf. 即 有 m’E€ 
MM, 使 得 tm 二 fm 个 ， 从 而 在 8-1M 中 有 于 = 人 =(8-1) 


8 st 


(加 EIm(S-!1f). 于 是 Ker(S-ig)CSIm(S-1f).l 


注 记 ”特别 地 , 若 半 和 为 六 的- 子 模 , 则 ST'M' 可 看 成 是 
S-1M 的 S-1R- 子 模 . 


引 理 4。 设 入 和 也 均 为 RR- 模 M 的 子 模 ，S 为 五 的 乘法 集 . 
则 

(1) S-'(N+ P)=S-IN + S-1P, 

(2) ST(NMNP)=S™ NNSTP, 

(3) 及 -1!R- 模 同 构 ;,S-1(M/N) 圭 ST1M /STIN. 


证 明 (1) 设 sES-1(N+P), 则 z= 了 人 (n€E N,pEP， 


s€8), 但 是 也 + 三 于 与 了 = 六 n+p _1 n+p_ n+p 


本 pe mimmmmmmm 


8S s? 8 3 1 3 3 
=z, 因此 zEG-LN+S-IP. 反 之 , 荐 rzES-IN +TS-IP, 则 z 一 王 
+ (NnEN,PEP,s, tE 8). 从 而 *= 于 ES-I(N+P) 
《因为 inEN,sp€P,st€t 85). 
(2) 设 zES-INNS-1P, 则 z= 了 = 了 (nCEN,pEP,s,1€ 


S)， 于 是 有 uE 仿 使 得 (tin 一 sp) 二 0。 令 =uin 一 4sp， 则 


ee 人。 


wENNP, 而 z= 一 = 一 E51(NNP). 反之 ,车 xE€8-! (CN 


ust 
站 PP), 则 显然 有 x ESTINNMNST1P, 
(3) 五 - 模 短 正 合 序列 0>N 一 和 一 > 人 /NN 一 0 经 正 合 算 2 5-1! 
的 作用 (定理 2) 给 出 87!1R- 模 短 正 合 序 列 0>S-1N 一 S-1M 一 > 
S71( 导 /NN) 一 0。 从 而 有 S71R- 模 同 构 S-1M/S-!N 二 S-1(M/ 
NN). | 
注 记 引 理 4 的 (1) 可 以 推广 到 任意 多 个 子 模 之 和 的 情形 ， 


S71 (LN, )== 开 CS-!N,)， 证 明 是 一 样 的 . 
iEI iEfI 


环 R 中 的 理想 a 自然 地 看 成 是 忆 - 模 . 如 采信 为 刀 的 乘法 集 ， 
则 五 - 模 a 对 于 的 分 式 模 为 8 -Ia。 这 是 S71R- 模 。 从 而 为 5S-! 
的 理想 .由 引 理 4 直接 推出 

系 1 设 a 和 b 为 环 R 的 理想 , 5 为 情 的 乘法 集 ， 则 

(1) 在 环 STiR 中 ,Si(a+ bb) 二 Sia-+ 人 -10 

(2) 在 环 S-iIR 中 ,Si(a 站 mb) 二 5S-la 站 SS-1p. 

(3) 以 5 表示 态 在 商 环 8/a 中 之 象 . 则 有 环 同 构 ,3S-1(R/a) 
SIR/S-ia. 


下 一 个 定理 反映 了 算 子 8-! 和 久之 间 的 联系 ， 

定理 3 设 5 为 环 及 的 乘法 集 ,有 H 为 R- 模 。 则 有 5S~1R- 模 
同 构 ,S 及 圭 S TR®s 以， 确切 地 说 ,存在 唯一 的 SiR- 模 同 构 
f:S-1R@sM 态 S-1M ,使 得 


1(S@m)= (a€ER,s€E SmEM). (1) 


证 明 ”由 标准 同 态 ER 一 S87'BR 将 8 'NH 看 成 是 至 - 横 。， 直接 
验证 映射 


» 89 。 


i 


S-IRx M—>S-!M, (2, m ) > 


是 R- 双 线性 映射 ， 从 而 第 一 章 定 理 10 诱导 出 及 - 模 同 态 f :ST 
@n MM->S-!1M 使 得 (1) 式 成 立 。 由 (1) 式 容易 看 出 了 事实 上 为 
心 -! 尺 - 模 同 态 ,并 且 显 然 是 满 同 态 ， 而且 由 条 件 \1) 所 唯一 决定 ， 
最 后 只 需 再 证 了 为 单 射 ， 由 于 


扳 性 名 节 
(8m)= TOm,- 5 Oatim,= 3® aidim, 
1 i=1 


i=] i = i l 

其 中 s 二 81. ssti 一 8/s;， 从 而 -1R@ aM 中 元 素 均 可 表 成 二 @ 
1 m 0 

m 的 形式 (sE ,mEM)， 如 果 耻 ( 士 @mn)0, 则 守卫， 于 是 


有 ;ES 使 得 加 =0， 从 而 二 四 mm 一 记 @m = 证 @tm = 训 @0= 


0。 这 表明 f 为 单身 .上 
由 定理 2 和 定理 3 立刻 得 到 
系 1 3S~!R 为 平坦 RB- 模 .1 


定理 2 表明 S71! 保持 模 序列 的 正 合 性 ， 引 理 4 表明 5S 与 模 
的 许多 运算 都 可 以 交换 ,下 面 系 2 表明 S57! 保 持 模 的 自由 性 ,有 限 
生成 性 和 投射 性 ， 我 们 在 下 章 还 要 证 明 S ”保持 模 的 Noether 
性 .在 上 他 习题 中 我 们 还 看 到 3-! 保 持 环 的 许多 性 质 ， 这 一 切 表 
明 算 子 S$ -具有 极 好 的 性 状 ， 

系 2 设 3 为 环 忆 的 乘法 集 ， 则 

(1) 形 为 自由 尾 - 模 仿 S 形 为 自由 入 玉 - 模 ， 

《2) 歼 为 有 限 生 成 中 - 模 字 3 到 为 有 限 生 成 五- 模 . 

(3) 及 为 投射 且 - 模 防 S7' 肛 为 投射 S 五- 模 . 

证 明 (1) 车 可 = 昌 R;,R 夺 及。 则 由 定理 3 可 知 


。 907 * 


SMES"1RO(D BR) SDS RO ER,). 


但 是 571R@R 宇 S71RO:R 二 SIR. 从 而 S71 及 同 构 于 1 了 | 
个 STB 的 直 和 , 即 为 自由 S71' 有 ER- 模 . 

(2) 若 开 为 有 限 生 成 五- 模 , 则 存在 秩 有 限 的 自由 五 - 模 耻 ， 
使 得 下 一 好 一 0 是 ZZ- 模 正 合 序列 ， 作用 正 合 算 子 S71! 之 后 得 到 
5S-1R- 模 正 合 序 列 S-1F->S-1M->0， 由 (1) 知 5S-18 为 秩 有 限 
的 自由 S71E- 模 ,从 而 它 的 商 模 S71M 是 有 限 生 成 的 . 

(3) 若 MM 为 投射 且 - 模 , 则 有 自由 五 - 模 F 各 - 模 入 使 得 六 
兰 寻 由 六 .于 是 由 定理 3 可 知 

S-IFS-IRO, FS-1R® ,MODN) 
SE(S "IROM)DS ROaN) 
~S-!1M@OS-IN. 
由 于 S71F 是 自由 S71R- 模 ,从 而 它 的 直 和 成 分 5S"!'M 是 投射 
S771- 模 . | 


定理 4 设 用 ,NV 为 请 - 模 , 则 有 了 唯一 的 8-!' 情 - 模 同 构 
fi:S-1MO@saS-INSS-I( MO N), 


使 得 / (全 @3)= 人 (mE M,nE N,s,tES), 


证 明 仿照 定理 3 的 证 明 , 留 给 读者 练习 .上 

在 定理 4 中 取 S= 情 一 了 ,PE SpecR 就 得 到 

系 设 PESpecR, 则 对 于 五 - 模 以 , 叉 ,我 们 有 已?- 模 同 构 ， 
MpORo Np=(MORN)?, 1 


下 看 两 个 引 理 同样 表明 3 的 良好 性 状 . 
引 理 5 设 S 为 的 乘法 集 ， 用 是 有 限 生 成 如 - 模 . 则 57 
(Ann( 有 以))= 二 Ann(S7 肤 ) 两边 均 是 S 下 的 理想 )， 


se G1 。 


i 


证 明 如 果 引 理 对 有 - 模 N 和 PP 成 立 ， 即 9 (Ann(CN )) 一 
Ann(S IN),S 1!(Ann(P))=Ann(S-!P), 则 
Si(Ann(N-+ P))=S 1(Ann(N)NAnn( PP)) 
=S-i(Ann(N))NS (Ann(CP)) 
=Ann(S-iIN)NAnn(S-!iP) 
一 Ann(S-IN + SI1P)=Ann(S-I(N + P)). 
即 引 理 对 入 + 了 也 成 立 ， 由 于 有 限 生 成 ER- 模 是 有 限 个 循环 ER- 
模 的 和 ， 从 而 我 们 只 需 对 好 是 循环 - 模 的 情形 证 明 引 理 妈 可， 
但 是 循环 五 - 模 肛 均 同 构 于 五/a,o 为 R 的 某 个 理想 ， 于 是 Ann 
( 训 )= 二 Ann( 了 /a) 一 a,. 由 引 理 4 的 (3) 我 们 有 51M 宇 STiR/ST! 
a。 于 是 Ann(S"iM)= 二 Ann (SiR/STa) = Sia=S"! (Ann 
(M)). | 


引 理 6 设 民 为 R- 模 ,入 和 PP 为 用 的 RR- 子 模 , 并 且 PP 是 有 
限 生成 五 - 模 ，SS 为 五 的 乘法 集 ， 则 
S-U(N:P)=(S-IN:S-IP). 
(回忆 ;(NW:PP)= 二 {aE€ RlaPSN} 是 请 的 理想 .，) 


证 明 利用 (W:P)=Ann( 攻 不 ) 和 引 理 5. 4 


习 是 


1. 设 5 为 环 愉 的 习 法 集 , 及 为 有 限 生 成 R- 模 , 则 S™'M=0€ 访 有 sES 
使 得 sM=0. 

2， 设 f:4 一 B 为 环 同 态 , 由 此 将 B 作 成 4- 模 。 令 5S 为 环 4 的 乘法 集 ， 
了 TT 二 f(S)。 求证 有 5S"!14A- 模 同 构 ，S~'B 洋 7T~'B. 

3， 设 情 为 整 环 ,及 为 的 商 域 ,MM 为 R- 模 ， 定义- 模 同 坟 ff :MM 一 
KOrM,m>1@m， 求 证 Kerf =7T(M). 

4， 补 足 定理 4 的 证 明 ， 

5. 设 S 是 环 召 的 乘法 集 。 如 果 内 是 平坦 R- 模 ， 求 证 SM 是 平坦 


。92 ， 


一 五 - 模 。 
6. 设 mn 为 环 R 的 极 大 理想 ，M 为 R- 模 ，S := R 一 mm， 
(1) 者 s€ 有 5, 求证 对 每 个 正 整 数 n, 均 有 s 和 已 ,使 得 ss 二 1Cmodm") 
(2) 定义 Rm XM/m*M>M/m"*M, (a/s,m)?Yas om 。 
其 中 aE R,sES,s-!E 有 使 得 s-!''s 二 1(mod mn ,mE 有 ,元 表示 在 商 本 
浊 mm"M 中 的 象 。 求 证 这 个 映射 是 可 定义 的 《 即 它 不 依赖 于 s 的 不 同 选 
取 方 式 )， 并 且 由 此 使 MM/m" NY 成 为 Rm- 模 . 
(3) 令 m =mRm， 求 证 有 Rm- 模 同 构 M/m"M sMnj/meMm。 


8 5.5 局 部 性 质 


设 忆 是 环 ( 或 模 ) 上 的 某 个 性 质 。 如 果 对 于 每 个 环 忆 (或 者 每 
个 五 - 模 MM)， 

(或 人 于) 有 性 质 P 邯 访 对 于 每 个 PESpecR ,Rp( 或 Mp) 均 有 

性 质 书 . 

我 们 就 称 已 是 一 个 局 部 性 质 ， 这 样 一 来 ， 如 果 书 是 一 个 局 部 性 
质 ， 为 了 检验 瑟 ( 或 者 忍 - 横 下 ) 是 否 有 性 质 书 ,只 需 对 每 个 局 部 化 
Rp( 或 者 Mb) 检 验 是 否 有 性 质 书 即 可 ， 由 于 瑟 p( 或 Mp) 通 常 有 比 
(或 并 ) 简 单 的 结构 ， 因 此 后 一 个 检验 往往 要 容易 得 多 。 这 就 是 
局 部 化 方法 的 好 处 . 

有 相当 多 的 性 质 是 局 部 性 质 ， 例 如 下 面 的 引 理 7 和 引 理 9 表 
明 :“ 开 为 零 模 “和 “有形 为 平坦 R- 模 ” 均 是 局 部 性 质 . 引 理 8 表明 
关于 模 同 态 的 某 些 性 需 也 是 局 部 性 质 ， 在 习题 和 以 后 几 章 中 ， 我 
们 还 会 见 到 更 多 的 局 部 性 质 . 


引 理 7 设 形 为 召 - 模 则 下 面条 件 徙 此 等 价 : 
(1) M=0; 

(2) 对 于 每 个 PE€SpecR，Mp 一 0; 

(3) 对 于 每 个 mE MaxR， Mn 一 0. 


tt 0 “ ” 


证 明 : (1) 沪 (2) 沾 (3) 显然 (3) 汶 ():， 用 及 证 法 . 如果 
MM 六 0, 今 0O 夺 mEM, 则 1¢gAnn(m)={7ERIrm=0}， 从 而 
Ann(m) 是 有 R 的 真理 想 ， 于 是 它 包 含 在 某 个 极 大 理想 m 之 中 .但 


是 Mn 二 0， 从 而 0= 卫 EMn. 于 是 有 sE€5= 有 Rm 使 得 sm= 


0， 从 而 SEAnn(m) 三 m， 而 这 与 sE€ BR 一 m 相 了 蔬 盾 ,| 


引 理 8 设 f:M > 为 有 R- 模 同 态 ， 对 于 每 个 VESpec 忆 , 令 
jp: Mp Np 为 Ba- 模 同 态 ，fp( 于 )= 妆 2 (sE€ 有 R-p). 则 


(1) 于 为 单 同 态 对 沪 对 每 个 PESpecR，fp 为 单 同 态 
> 对 每 个 mEMaxR，fn 为 单 同 术 . 
(2) 了 为 满 同 态 对 对 每 个 pE Spec 丸 ，j 力 为 满 同 态 
> 对 每 个 mEMax 忆 ，fm 为 福 同 态 . 
(3) 了 为 同 构 气 坊 对 每 个 PE SpecBR，fp 为 同 构 
< 对 每 个 mEMax 情 ，fn 为 同 构 . 
证 明 《1) 对 于 每 个 请 - 模 同 态 f :MM 一 入 ,我 们 有 - 模 正 合 序 
列 0 一 KK- 一 > 和 N,K = 一 Kerf .从 而 对 每 个 PESpecR, 我 们 有 Ep- 
模 正 合 序列 0->Kp> Mp Np (定理 2)， 于 是 ， 了 为 单 同 态 全 > 
kK 一 0. f+ 为 单 同 态 寺 > Kp 二 90， 然后 再 利用 引 理 7 即 可 证 得 《1) 
中 诸 条 件 的 每 价 性 ， 
(2) 利用 羽 - 横 正 合 序列 允 一 六 一 人 /Imf 一 00。 注意， :为 
小 同 态 对 NN/Imf 0。 然后 可 象 (1) 一 样 地 证 明 . 
(3) 由 (1) 和 (2) 得 出 . | 


引 理 9 设 作为 - 模 ， 则 下 面 三 条 件 彼 此 等 价 ， 
(1) 及 为 平坦 五- 模 ， 
(2) 对 于 每 个 PESpecR，Mp 为 平坦 Rp- 模 ， 
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(3) 对 于 每 个 mEMax 居 ， 好 nm 为 平坦 Bm- 模 , 


证 明 (1) 汶 (2)， 设 0>N 一 > 为 Rp- 模 正 合 序列 .通过 
f:R->Rp,am>a/1l 可 将 NN 和 忆 看 作 是 BR- 模 ， 而 0 一 NN 一 PP 了 
且 - 模 正 合 序列 ， 由 假设 ML 是 平坦 - 模 ， 于 是 0>M@sN 
7Q@。P 为 忆 - - 模 正 全 序列 ， 然后 在 了 处 局 部 化 得 到 Rp- 模 正 合 序 


的 9p)p 


列 0 一 > (用 @N)p (MQnrP)p。 容易 验证 图 表 


(1 9) 
0 一 >(MQ@N)r 一 (MO P)? 


a te 
1@9p 


0 一 人 > MORpNp Mp@ rp Pp 


是 交换 的 。 其 中 4 为 标准 Ro- 楼 同 构 , 使 得 人 于 @ 了 二 加 
(mE ,nNnEN,s,tE RPD). LA 为 类 似 定义 的 Ep- 模 同 构 (定理 
4)。 由 于 入 和 PP 已 经 假定 是 Rp- 模 。 从 而 Np=N ,Pp=P ,pr = 
Pp， 由 于 4 和 4 均 是 同 构 , 从 而 由 交换 图 表 的 上 行 正 合 性 即 得 到 


下 行 正 合 性 ,也 就 是 说 0 一 > Mp@RpN 12Mp@RpP 是 Rp 模 


正 合 序列 . 这 就 表明 以 bp 是 平坦 Rp- 模 . 

(2) 坊 (3)， 显然 . 

(3) 防 (1); 设 f:N 一 了 了 是- 模 单 同 态 , 则 对 每 个 mE 
Max 忆 ,fm: Nm->Pn 是 Rm- 模 单 同 配 (3 引 理 8)。 从 而 由 (3) 推 得 fn 
B11NnmOAn 人 n>PmO enn 为 Rm- 模 单 同 态 (对 每 个 mE Max 
RR). 这 相当 于 说 (fj@Dm:(N@EH)m 一 (Ps 人 HH)m 为 Rm 模 


单 同 态 。 于 是 由 引 理 8 可 知 VQ@ Mi25PQ@。HN 为 R- 模 单 同 


态 。 这 就 表明 内 是 平坦 怀 - 模 。 


e 有 5 。 


二 题 

1. 设 5 为 整 环 请 的 乘法 集 。 有 YH 为 BE- 模 ，T(H) 为 用 的 扭 子 模 。 求证 : 

(1) T(ST'M)=S8" (T(NM))., 

(2) MUM 为 无 扭 R- 模 所 > 对 每 个 PE SpecR, Mp 为 无 扭 Rp- 模 气 沪 对 每 个 
mEMaxR， 有 及 m 为 无 扭 Rn- 模 。 

《3) MY 为 扭 R- 模 ( 即 及 =T( 有 H)) 世 之 对 每 个 PESpecR，Mp 为 扭 Rp- 
模 艺 沪 对 每 个 mE Max 忆 ,Mnm 为 握 Rm- 模 ， 

2、 设 MM 为 R- 模 ,a 为 RR 的 理想 。 如 果 对 每 个 包含 a 的 极 大 理想 Mm 均 
有 MHm= 二 0， 求证 M=ad., 

3、 设 有 为 整 环 ， 下 为 及 的 商 域 . 

(1) 如 果 a€R,a 坟 0 并 且 a&U(CR), 求 证 存在 PESpecR， 使 得 a™' 全 
Rp, 


《2) 求证 NN Rm= 站 _ 
mEMaxR ” pespecRt? “(注意 Bp 均 是 KK 的 子 环 )， 


(3》 设 a,bE 有 ,a5 寺 0. 求 证 在 忆 中 oj5<-> 对 每 个 PeSpecR, 在 Rp 中 
415<= 访 对 每 个 mEMax 有 ,在 Rm 中 a15.( 注 意 ，Rp 均 是 整 环 .) 

4. 设 fiL>M 和 g:MWN 均 是 R- 模 同 坊 ， 求 证 下 列 三 条 件 彼此 等 
价 ， 

(1) 0->7_ 二 MEN >0 是 下- 模 短 正 舍 序 列 . 


(2) 对 每 个 PESpecR,0-—>Lp- 了 > MpNp 一 >0 均 是 Rp- 模 短 正 


合 序列 . 

(3) 对 每 个 mEMaxR ,0 mn- 加。 Mm SNm—»0 均 是 Rm- 模 
短 正 合 序列 。 

5. 设 召 为 整 环 , 玉 为 召 的 商 域 。 歼 为 有 限 生成 投射 正 - 模 。 求证 

(1) KaM 是 域 到 上 有 限 维 向 最 空间 ,并 且 对 每 个 PESpecR，Rp- 模 
了 Hp 均 可 自然 地 看 成 是 Ka 的 子 集 ， 


ESpech mEMaxR 
6， 设 M 是 怀 - 模 。 定义 Supp(MM)= 二 PESpecRIMp 二 0}、 求 证 
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(1) M0 Supp( MO. 

(2) 如 果 0 一 HI' 一 一 于 ”>0 是 RR- 模 正 合 序列 ， 则 
SuppCMH)=SuppCM’) USupp( M”). 

(3) 如 果 开 和 六 均 是 有 限 生成 ER- 模 , 则 Supp(M@sN)==Supp(M) 站 
Supp(N )。 
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第 四 音 ”Noether 环 和 Artin 环 


德国 女 数 学 家 EE. Noether 于 本 世纪 初 对 于 理想 准 素 分 解 特 
性 的 研究 是 传统 理想 论 的 支柱 。 这 项 工作 使 古典 代数 几何 建 江 在 
全 新 的 代数 基础 之 上 . 在 这 一 章 里 , 我 们 首先 介绍 Noether 的 
维 素 分 解 理 论 ,然后 讲 具 有 理想 准 素 分 解 特 性 的 一 类 最 重要 的 
环 一 一 Noether 环 以 及 Noether 模 ， 最 后 介绍 在 某 种 程度 上 与 之 
对 偶 的 Artin 环 以 及 Artin 模 ， 


$ 4.1 理想 的 准 案 分 解 


在 整数 环 Z 中 ， 每 个 整数 "之 2 均 可 唯一 地 表 成 一 些 素数 之 
飞 积 ,n 一 pf?''……p%*。 但 是 任意 (县 有 乏 元 素 的 交换 ) 环 忆 中 没有 
这 样 好 的 性 质 ， 在 某 种 程度 上 , 素 理 想 是 素数 的 推广 。 我 们 可 以 
把 % 的 素数 分 解 式 写 成 理想 的 形式 ， 

(2) 一 (2 所 (2 人 (CD 

每 个 环 中 均 有 素 理 想 概念 ， 但 不 是 每 个 理想 均 可 表 成 有 限 个 素 理 
想 之 交 ( 例 如 ZZ 中 的 理想 4Z).， Noether 发 现 ,在 相当 广 的 一 类 
坏 中 有 所 谓 准 素 分 解 特性 ， 即 每 个 理想 均 可 写成 有 限 个 准 素 理想 
的 交 , 并 且 这 种 表 法 还 具有 某 种 程度 的 唯一 性 .所 谓 准 素 理想 可 
看 作 是 整数 环 中 “素数 宕 2 "的 一 种 推广 . 它 的 确切 含义 是 

定义 ” 环 甩 中 的 理想 4 叫 作 是 准 宫 的 ,是 指 它 满足 如 下 两 个 
条 件 ， 

(1) dh; 

(2) 如 果 X,yEBR,xy Eq,xK9, 则 有 正 整 数 % ,使 得 y"E9. 

注 记 条件 (2) 等 价 于 以 下 诸 条 件 . 

(2 ) 若 zxyE9, xK9, 则 YEV9. 

(2) 若 xyEq,yKV 9, 则 x Eq。 
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(2 Rf/9 中 的 霉 因 子 必 为 项 零 元 素 ( 即 BR/9 的 零 因 子 属 二 
玫 /4 的 小 起 ). 


由 秆 义 不 难 看 出 : 
例 1 环 及 中 每 个 素 理 想必 是 谁 内 理想 (定义 条 件 (2) 中 可 取 
pe -= 1)., 


例 2 在 整数 环 Z 中 ,n2Z 为 准 素 理想 >n=0 或 者 |n|= 
2D"(2 为 素数 ,a 宇 1)， 对 于 任意 主 理想 整 环 也 有 类 似 的 命题 . 

例 3 设 f:4 一 B 为 环 的 同 态 ,车 4 为 B 的 准 素 理想 , 则 9- 
二 了 -71(9) 为 4 的 准 素 理想 . (请 读者 自 证 ) 


引 理 1 如 果 9 是 环 五 的 准 素 理想 ， 则 Y 9 为 素 理 想 ， 并 且 
是 包含 9 的 最 小 素 理想 , 
证 明 由 于 Y9 = 和 们 史 从 而 只 需 证 明 9 为 素 理 想 即 可 . 
PESpecR 
Pq 
设 xyEV 9 , 则 有 m 宇 1 使 得 x”"y" 一 (xy)"E9。 如 果 xw"E9， 
则 wxETY 9。 如 果 w”"F9, 则 又 有 7 宇 1 使 得 (y”")"=y"”"*E9， 于 
是 yEV 9. 这 就 是 说 ,x 和 Y 至 少 有 一 个 属于 六 9。 从 而 V9 
为 素 理想 ,| 


定义 设 9 为 环 尺 的 准 素 理想 ， 我 们 把 ?=Y 9 叫 作 是 属于 
9 的 素 理 想 , 而 9 叫 作 是 p- 准 素 理 想 . 

例 4 准 素 理想 不 一 定 是 于 理想 的 罕 ， 例 如 设 上 为 域 而 R= 
RE yj， 考虑 六 的 理想 9=(zyY2)， 则 五 /9 兰 RLY]/ACY2)s (0)， 
易 知 ELy]/(y2) 中 零 因 子 必 为 才 堆 元素, 从 而 9 为 玉 的 准 素 理想 . 
而 pb = 了 9=(z,y)， 并 且 YC9Cp， 如 果 9=p”?,p’E€ SpecR， 
则 P2Cp“*Cp， 将 此 式 诸 项 求 根 即 得 到 PSSP’'Sp。， 即 5' 二 P。 于 
是 Cp"CpP。 但 这 是 不 可 能 的 。 从 而 9 不 是 素 理想 的 寡 。 


i 


例 5 烷 理 想 的 需 岂 不 一 定 是 准 素 时 想 ， 例 如 设 六 为 域 而 令 
慷 王 RELvw,Yys2]/(Ty 一 2). 考查 情 的 理想 P=(z,#), 则 瑟 /Pp 洋 
RTLyj] 为 整 环 ， 从 而 3 为 如 的 素 理 想 ， 但 是 如 不 是 情 的 礁 素 理想 ， 
因为 7 二 22EP,ZREP 而 同时 又 有 YY CPD=Vp. 

另 一 方面 ,我 们 有 如 下 的 引 理 . 

引 理 2 设 a 为 环 的 理想 ， 如果 W a 是 有 的 极 大 理想 ， 则 
a 为 准 素 理想 ， 特别 地 , 极 大 理想 mm 的 方 寡 必 是 mm- 准 素 理想 ， 

证 明 设 m=V a EMaxBR. 则 m 在 R/a 中 的 象 而 是 R/a 
的 小 根 。 由 于 有 中 包含 a 的 素 理想 必然 包含 m= a ,而 m 又 是 
RB 航 极 大 理想 从 而 mm 就 是 已 中 包含 a 的 唯一 素 理 想 。 这 表 明 
/a 为 局 部 环 ， 从 而 BR/4 中 零 因子 均 属 于 冰 ( 因 为 和 因子 不 是 单 
位 ), 由 于 而 是 Bfa 的 小 根 . 从 而 R/a 中 零 因 子 均 为 每 零 元 素 . 
于 是 a 为 召 的 准 素 理想 。 引 理 2 的 最 后 一 个 论断 是 由 于 m* == 
m. | 


引 理 3 设 9(1<1i 志 7) 均 为 环 及 的 理想 ，PpESpecR。 如 果 
每 个 9.(1<<i<n) 均 是 了 - 准 素 理想 , 则 9 二 [19 也 是 p- 准 素 理 
i==] 


证 明 首先 我 们 有 V9=VY 站 9 = 站 Y= 二?， 其 次 ， 若 
ry Eq,yK9, 则 有 i(1li<n) 使 得 xyE9;,，y&9. 于 是 XE 
V9 二 二 V9， 这 就 表明 4 是 ?- 准 素 理想 .1 

引 理 4 设 9 是 环 甩 的 了 ?- 淮 素 理 想 ,x EBR， 则 

(1) “E90:4)=R, 

(2) Kp: Fs)=9., 

(3) x9 沪 (9:3) 为 P- 维 素 理 想 ， 

证 明 (1) 和 “2) 由 定义 直接 得 出 对 于 (3)， 我 们 人 先 求 
Y(q:z) ; 若 yE(9q:x), 则 zxyE9q， 但 是 xK9, 于 是 yEP， 这 表 
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明 9 己 (9:z)Sp， 取 根 , 即 知 PSEVY(9:x) Sp。 因 此 VY (9:x) 一 
Pp， 再 证 (49: zx) 准 素 , 若 yzE(9:x), y 千 pC( 二 VV (9:x) ), 则 yzEE 
9， 但 是 yb, 而 9 为 了 - 准 素 理想 ,从 而 zz E9。 于 是 2 E€ (9:2%). 
这 就 表明 (9:2x) 是 7?- 准 素 理 想 , 1] 


定义 ” 环 瑟 的 理想 a 叫 作 是 可 分 解 的 ,是 指 a 可 表示 成 有限 
个 准 素 理想 之 交 ， 即 


q; (9; 均 准 素 ). (1) 


二 


DE 


这 时 ,我 们 称 (1) 式 为 理想 a 的 准 素 分 解 式 ,每 个 4 叫 作 是 0 的 
准 奈 分支 . 

一 般 说 来 ,不 是 每 个 理想 都 是 可 分 解 的 。 我们 在 下 节 要 证 明 ， 
对 于 代数 几何 中 很 重要 的 一 类 环 一 一 Noether 环 ,其 中 每 个 理想 
均 是 可 分 解 的 , 即 均 有 准 素 分 解 式 ， 在 本 节 中 ,我们 先 假定 理想 a 
是 可 分 解 的 ,考查 准 素 分 解 式 的 唯一 性 问题 , 即 准 素 分 解 式 中 哪些 
因素 是 由 理想 a 所 唯一 决定 的 . 

首先 ,如 果 准 素 分 解 式 (1) 中 某 个 准 素 分 支 9; 包含 其余 7 一 1 
个 准 素 分 支 的 交 , 那 来 (1) 式 中 显然 可 以 去 掉 这 个 q， 得 到 a 的 一 
个 更 简单 的 准 素 分 解 式 ， 其次, 如果 准 素 分 支 中 某 一 些 有 相同 的 


1 


根 。 例如 Yi 二 … 二 Vr 二 p。 由 引 理 3 我 们 知道 9= [|]9; 仍 
i=1 


是 ph- 准 素 理想 ， 于 是 ， 将 (1) 式 中 门 0; 改 成 一 个 49, 又 得 到 一 个 
i=! 


更 简单 的 准 素 分 解 式 .所 以 ,车 理想 a 是 可 分 解 的 ,我 们 总 可 经 过 
上 述 “ 简 化 "得 到 形 如 (1) 的 准 素 分 解 式 , 使 得 它 还 满足 如 下 两 个 条 
件 : 

(a) V9 (sis2) 是 彼此 不 同 的 素 理 想 ; 
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a -EE i ，. 外 i 


(b) 9, 避 门 9 (<j<n). 
1 一 1] 
a 


定义 ”满足 条 件 (a) 和 (b) 的 准 素 分 解 式 (1) 叫 作 是 理想 的 
极 小 准 索 分 解 式 . 

然而 ,理想 a 的 极 小 准 素 分 解 式 ( 如 果 有 的 话 ) 也 仍然 有 可 能 
不 是 唯一 的 . 

例 6 五 ==k[x,yj(k 为 域 )， 理想 a 一 (xz?,xy) 有 如 下 两 个 
不 同 的 极 小 准 素 分 解 式 : 

a=(z)N (rv,y) ((z,y) 是 极 大 理想 (yz,y) 的 需 ， 从 而 

准 素 ). 

0 一 (z) 人 (zy) ((z?,y) 的 准 素 性 见 例 4)， 
注意 VY (7) 一 (x), Vr;Yy] 一 Vz,Yy)=(x,y), 从 而 这 两 个 
均 是 极 小 准 素 分 解 式 ， 


下 面 定理 表明 准 素 分 解 式 在 菜 种 程度 上 的 唯一 性 
定理 1 (第 一 唯一 性 定理 ) 设 a= [9, 是 极 小 准 素 分 解 式 ， 


PD 二 V9; (1<i<n)， 则 人 1,… ,Ps} 是 由 a 所 决定 的 , 与 极 小 淮 
素 分 解 式 无 关 . 

证 明 我 们 来 证 明 

{PD1,'"*,pa} 二 {hESpec R| 存 在 x*ER 使 得 p=V (a:x)}. 
由 于 此 式 右 边 完全 是 理想 a 本 身 的 特性 ,由 此 即 可 证 得 定理 1. 


对 于 每 个 zER,(a:z) =( 门 qi:z)= 站 (qi:z)。 于 是 由 引 
;一 1 i=1 
理 4 的 (1) 和 (3) 可 知 
V (a:xr) = 站 V (qi:w) = Mp,. (2) 
i 二 1 ;二 1 


* TO。 


如 果 Y (a:x) 为 素 理想 , 则 由 (2) 式 可 知 存在 某 个 7 使 得 VV (ac: z) 
一 pp。 反之 ,由 叭 素 分 解 式 的 极 小 性 可 知 对 每 个 7 都 有 xz;E 瓦 使 


得 r;, 和 0,，xv6E 们 9。 于 是 由 (2) 式 可 知 Ya:zy)=p， 这 就 完 
| 
成 了 证 明 . | 
注 记 由 上 述 证 明和 引 理 4, 可知 对 每 个 j(1 志 7 二 nn), 均 有 
z,E 尺 ,使 得 (a:z,) 为 Pi- 准 素 理想 ， 


定义 ”定理 1 中 每 个 PC(1 生 JS2) 均 叫 作 是 属于 a 的 索 理 
想 . 

于 是 , 当 a 是 可 分 解 理想 时 ,a 为 准 素 理 想 的 充 要 条 件 是 a 只 
有 一 个 属于 它 的 素 理 想 . 

例 6 中 理想 a= (2 zyY) 的 两 个 不 同 的 极 小 准 素 分 解 式 具 有 
同样 的 {pl,p?}={t(z), (zy)}， 注 意 (z)SE(z,y)。 从 而 Ya= 
bi 让 pz 一 (2) 为 素 理 想 ,但 a 不 是 准 素 理想 。 这 说 明 a 的 根 为 素 理 
想 则 a 不必 准 素 ( 例 5 也 是 这 方面 的 例子 )。 例 6 还 启发 我 们 给 出 
如 下 的 定义 : 


定义 ” 设 理想 ae 有 极 小 准 素 分 解 ao 


则 tp ,ps} 中 每 个 极 小 元 叫 作 是 属于 a 的 极 小 寨 理想 或 孤立 罕 
理想 ， 如 果 p: 是 孤立 素 理想 , 则 对 应 的 qi 叫 作 是 a 的 弧 立 准 守 分 
支 ， 不 是 孤立 素 理想 的 p, 叫 作 是 属于 a 的 媒人 素 理 想 , 对 应 的 q， 
叫 作 是 a 的 媒人 准 素 分 支 ，(“ 孤 立 ? 和 “嵌入 "二 调 起 源 于 它 所 反 
映 的 代数 几何 事实 ， 见 8 6.1 中 的 解释 )， 

比如 在 例 6 中 ,(z) 和 (zy) 分 别 是 属于 a= (z2,zy) 的 极 小 
(孤立 ) 素 理想 和 嵌入 素 理想 . 

由 于 {pi， ,pw} 是 由 a 所 决定 ,而 其 中 的 全 部 极 小 元 , 即 属于 
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a 的 全 部 极 小 素 理 想当然 也 是 由 a 所 决定 的 ， 事 实 上 我 们 可 以 把 
它们 刻画 成 

引 理 5 设 a 是 可 分 解 理想 , 则 每 个 包含 a 的 素 理想 必 人 包含 
某 个 属于 0 的 极 小 素 理想 。 于 是 属于 a 的 全 部 极 小 素 理想 恰好 就 
是 集合 {hESpec EP 己 a} 的 全 部 极 小 元 ， 


证 明 ”如果 ?p2a= [1] 9. 取 根 则 有 TP 三 站 ?= 属于 a 的 
i=1 一 上 


全 部 极 小 素 理 想 之 交 。 从 而 p 必然 包含 某 个 属于 a 的 极 小 素 理 
想 。 由 此 易 得 到 引 理 5 的 后 一 个 论断 .| 


引 理 6 (1) 设 a = 门 0 是 理想 a 的 极 小 准 素 分 角 式 ,p, 一 
V9:。 则 


bP,={*ERI(a:72) Da), 


CC 


上 


各 


(2) 若 零 理 想 (0) 是 可 分 解 的 , 则 王 的 零 因 子 集 合 忆 为 属于 
《0) 的 全 部 素 理想 之 并 . 


证 明 (1) 不 难 证 明 , a= 门 * 是 在 中 极 小 准 素 分 解 


La 


式 和 >(0)= [15 是 (0) 在 BR/a 中 的 极 小 准 素 分 解 式 ， 从 而 


i=1 
由 /a 中 素 理想 和 及 的 包含 a 的 素 理想 之 间 的 保 序 一 一 对 应 关 
系 ,可 知 由 (2) 可 推出 (1)， 为 了 证 明 (2) 式 ， 我 们 由 DD 的 定义 知道 
D= | (0o:z). 由 此 式 还 可 得 到 刀 的 另 一 表达 式 : 


TR 
十- 好 站 


p= UY :x), (3) 
< 


0O4。 


这 是 因为 显然 包含 在 (3) 式 有 有 边 之 中 .反之 ;如果 了 属于 (3) 式 有 
边 , 则 有 xs 关 0， 使 得 yEH (0:x) 于 是 有 % 汪 1, 使 得 y"€ (0: 
+)， 从 而 y"x=0。 由 于 zx 妆 0, 于 是 有 正 整 数 i 使 得 y'4x= 
yy 17) 0, 而 ys 关 0。 从 而 yE(0:Y 7)， 即 yEGD。 因此 
等 式 (3) 成 立 ， 


设 (0) = (人 19: 为 极 小 准 素 分 解 式 ,pi=Y9q: .由 定理 1 的 
i=1 


证 明 中 的 (2) 式 可 知 
(oz) = {+,. (4) 
xT¢q; 
如 果 xs0, 则 1 (0:x)， 从 而 (0:x) 半 有 R, 于 是 六 (0:z) 六 RR. 由 
(4) 式 可 知 有 j(1 志 7j 志 %) 使 得 V(0:x) CP,。 再 由 (3) 式 即 知 


D 己 UP. 反之 ,由 定理 1 的 证 明 可 知 每 个 p; 均 有 形式 P,= 
i=1 


V0O0:%) (对 某 个 0 大 xER), 因此 又 有 Uns U MK(0:Z) = 
和 cs0 

D. | 

注 记 ” 当 (0) 可 分 解 时 , 引 理 6 表明 及 的 零 因 子 集 合 为 属于 
(0) 的 所 有 素 理想 之 并 ,而 的 守 零 元 集合 ( 即 有 的 小 根 V(0)) 
则 为 属于 (0) 的 所 有 素 理 想 之 交 . 

例如 对 于 =Z/12Z, (0)=(3)An(C4) 是 零 理 想 的 准 素 分 
解 式 . 属 于 (0) 的 两 个 素 理 想 是 (3 ) 和 (2 )， 于 是 环 R 的 零 因 子 
合 为 (8)m(2)={0,6}. 

现在 谈 局 部 化 过 程 中 准 素 理想 的 性 状 . 

定理 2 设 & 为 环 忆 的 乘法 集 ,9 为 中 的 ?- 准 素 理 想 ， 
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(1) 车 SNMpC, 则 ST19= S71R. 

(2) 大 SNMP== 名 , 则 ST19 是 S71RE 中 的 S Tp- 准 亚 理想 ,并 
且 (S-1q) :=9. 

(3) 在 理想 的 扩张 映射 和 限制 贡 射 之 下 ， 集 合 4={ 玉 中 准 
素 理想 qdlY 4 阁 S= 名 } 和 集合 百 ={S-!1R 中 谁 素 理 想 ) 之 间 是 保 
序 一 一 对 应 的 . 


证 明 (1) 令 sESNp, 则 有 mn 之 1 使 得 "ESN9。 于 是 地 


1 
本 


1 
8? 


ES-I9 并 且 -去 ES-IR, 从 而 二 = 二 ES， 即 8-!9 一 
S-iR. 


(2) 如 果 SMP= 名 , 则 由 s ES,as€E9 可 推出 aE9( 这 是 因 
为 sgP). 根据 第 三 章 定 理 1, 可 知 9'°= :=a. 进而 ， 
V9 V5-9= 8S-1YVT=S-ip， 这 是 尺 -!R 中 的 素 理想 ， 然 
后 证 明 S819 为 S-p- 准 素 理想 即 可 (- 人 .ES-19，- 人 天 3 


FabEq, agqdbEny LES! ). 


(3) 注意 到 57! 有 中 理想 均 可 表示 成 形式 Sa, 其 中 a 为 BR 
中 理想 , 则 由 (1) 和 (2) 即 可 证 得 (3). i 


定理 3 设 为 环 玉 的 乘法 集 ，a= (1 9; 为 理想 a 的 极 小 准 
i 1 


素 分 解 式 ， pi 一 TVA qi ， 又 设 
SNMNPD=O(U<i<m),SNDSNEOm+1<i<n), 
则 
(1) S-ia= 门 .8-19; 是 Srla 的 极 小 准 素 分 解 式 . 


1 
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(2) a 二 (58-19)* = 人 9; 是 a 的 极 小 准 素 分 解 式 . 
i=] 


. 证 明 ”由 定理 2 可 知 8S-'a= 有 n S719, = 们 S-!9 并 且 S-1q， 
1 一 人 一 


是 -pi- 准 素 理 想 ， 由 于 Di (1sss 关 7) 两 两 不 同 ， 从 而 人 bp 
(1 和 ; 委 和 ) 也 两 两 不 同 ， 再 由 定理 2 中 所 述 集 合 C 与 召 之 间 的 保 


序 一 一 对 应 , 即 可 知 { | 38719 是 S-1a 的 极 小 准 素 分 解 式 ， 由 (1) 
i 1 


得 到 a*= 们 (8-719,)*= 人 9。 这 显然 是 极 小 准 素 分 解 式 , | 
i=1 i 二 | 


注 记 这 是 一 条 很 有 用 的 定理 ， 形 象 地 说 ， 选 取 适 当 的 乘法 
集 8, 从 a 到 a**, 我 们 可 以 “ 杀 掉 ”a 的 一 部 分 准 素 分 支 ， 下 面 是 
这 种 原则 的 一 个 应 用 . 


定义 ” 设 a 是 可 分 解 理想 .属于 a 的 一 部 分 素 理想 组 成 的 集 
合 壹 叫 作 是 弧 立 集合 ,是 指 :如 果 ?p“ 是 属于 a 的 素 理 想 并 且 P?' 守 Pp 
ES,NMP ES., 

例如 ， 若 P1,"… , PD, 均 是 属于 a 的 孤立 素 理想 ， 则 卫 = {pi， 

,PD,} 就 是 一 个 孤立 和 集合. 
设 卫 是 属于 a 的 一 个 素 理想 孤立 集合 , 则 S 二 一 |【)P 是 如 


pe 


的 乘法 集 ， 并 且 对 于 属于 a 的 每 个 素 理想 Pr ,如 果 PE 了 ,必然 如 
站 5S=@; 反 之 车 WMS= 名 , 则 Pr 与 【jjP?。 从 而 存在 PE 使 得 


peés 
PS 三 bp。 由 于 过 是 孤立 集合 , 因此 ?=PE. 这 些 事 实 可 用 来 证 
明 
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定理 4 (第 二 唯一 性 定理 ) 设 a= 们 由 为 极 小 准 素 分 解 式 ， 
i= 1 
bp; 二 VV qq. 之 一 人 hi， “ ,Pp;,} 是 属于 Qa 的 一 个 迪 理 想 孤 立 集 合 ， 
则 {| qi, 是 由 a 和 所 决定 的 ,与 极 小 准 素 分 解 式 无 关 ， 


证 明 取 仿 = 有 一 (PU … UpPpi,)。 由 定理 4 前 面 所 述 的 事 
实 和 定理 3 ,可 知 a“ 二 (587109) 二 qi 人们 … 站 0,,。 由 于 S71! 只 依赖 


于 ,从 而 [19;, 只 依赖 于 a 和 .1 


系 ” 设 +; 为 属于 a 的 孤立 素 理想 , 则 它 所 对 应 的 狐 立 准 素 分 
支 9; 是 由 a 和 P; 所 决定 的 。 特别 地 ,每 个 可 分 解 理想 a 的 全 体 孤 
江 维 素 分 支 所 组 成 的 集合 是 由 a 所 唯一 决定 的 . 

证 明 在 定理 4 中 取 之 ={P.} 即 可 . 

例如 在 前 面 的 例 6 中 , 理想 (x?,xy) 有 两 个 不 同 的 极 小 准 素 
分 解 式 (x) 站 (x,y)? 和 (C(x) 站 (x?,y)。 其 中 九 入 淮 素 分 支 可 以 
不 同 ，(z，y) ?六 (w?,y)。 但 是 孤立 准 素 分 支 均 为 (x). 


习 题 

1. 在 多 项 式 环 ZL[z] 中 ,m= 二 (2,xz) 是 极 大 理想 ,9 二 (4,x) 为 m- 准 素 理 
想 ,但 9 不 是 素 理想 的 大 ， 

2. 设 忆 为 域 ,五 =REz,y;z]。 求 证 

(1) pi=(z,y) 和 PP, 二 (x,2z) 均 为 及 的 素 理 想 , m= (x,y,z) 是 的 极 大 
理想 ， 

(2) 令 4=P,p,。 则 a==P, 站 Pn m? 为 理想 a 的 极 小 准 素 分 解 式 。 试问 
多 于 " 的 极 小 素 理想 和 和 髓 入 素 理 想 都 有 哪些 ? 

3，(1) 令 且 =ZLz,yj。 求 证 对 所 有 i,j 之 1,(x',Yy') 是 (?,y)- 准 素 理 

《2) 给 出 五 中 理想 a= (和 ,zy 2) 的 一 个 极 小 准 素 分 解 式 。 并 求 出 属于 
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a 的 全 部 素 理想 。 由 此 决定 Va， 

4， 设 避 为 域 .给 出 环 k[xz ,yj 中 理想 (zx*,xy) 的 三 个 不 同 的 极 小 准 素 分 
解 式 ， 

5。 设 a 为 环 且 的 可 分 解 理想 。 如 果 a=J a ， 则 属于 a 的 每 个 素 理想 
均 是 孤立 的 . 

6. 设 a 为 环 甩 的 理想 ,af xz] 二 {a 十 qx 十 … 十 a,x"|a;Ea}， 求证 ， 

(1) a[xj 是 a 到 环 RLzj 中 的 扩张 理想 (对 于 环 同志 :RR 一 Rixj], ar 
a)., 

(2) PESpec RPT IE Spec 五 [xy]。 

(3) 9 为 如 中 的 p- 准 素 理想 六 gf zx] 为 REz] 中 的 p[z]- 准 素 理想 。[ 提 
示 : 利用 § 1.3 习题 9.] 


(4) a 二 介 q; 为 及 中 的 极 小 准 素 分 解 式 访 ofz]= 站 qifz] 为 RT# 1 中 的 


极 小 淮 素 分 解 式 . 

(5) p 为 属于 a 的 极 小 素 理想 沪 PE[zx] 为 属于 afx] 的 极 小 素 理 想 ， 

7、 设 名 为 域 ,R= 二 kx go . 则 对 于 每 个 (Is 委 2) ,pi 一 (zi 
zi) 均 是 及 的 素 理想 , 并且 p, 的 寡 均 是 下 的 准 素 理 想 。 (提示 利用 习题 6. | 

8、 设 为 环 , 对 aE R, 令 Pl(a)={PpESpecRIP 宇 (01:9)},D(R)= {PE 
Spec Ri 存在 a9€ B 使 得 P? 为 集合 P(g) 的 极 小 元 }。 求 证 ，z 为 的 零 因子 
车 访 存 在 PE DCR) 使 得 x EP， 

9. 设 S 是 环 忆 的 乘法 集 。 对 于 PESpecR,PNS 二 名 , 将 bp 等 同 于 S-'p 
ESpec(5S-!'R)。 由 此 将 Spec (3S-!'8) 看 成 是 Spec R 的 子 集 (参见 83.1 定 
理 1(6))， 求 证 

(1) DGS~'R) 二 D(R)N 几 Spec(S~'R)(CD(CR) 的 定 浆 见习 题 8). 

(2) 如 果 忆 中 零 理 想 (0) 是 可 分 解 的 , 则 DCR) 恰好 是 属于 (0) 的 素 理 想 
全 体 ， 

10. 对 于 PESpecR, 以 Sp(0) 表 示 同 态 f: R->Rp,am>a/1 的 核 。 求 证 ， 

(1) Sp(0) 三 b。 

(2) VSp(0) 二 pp 是 环 瓦 的 极 小 素 理想 。 

(3) pp ESpecR,PEP FYI pO ESp' C0), 
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和 上 i i . . 


(4)p 门 S200)=(0), 其 中 D(CB) 的 定义 见习 题 8. 
ED 


(5) 如 果 P 为 五 的 极 小 素 理想 ， 则 Sp(0) 是 最 小 的 P- 准 素 理想 ， 

(6) 令 a= 人 Sp(0), 其 中 P 了 过 的 全 部 极 小 素 理 想 ， 求 证 4 三 和 N(R) 
(BR 的 小 根 ), 

(7) 设 玉 的 堆 理 想 (0) 是 可 分 解 的 。 求 证 ,(6) 中 定义 的 理想 a=(0)< 和 -> 
属于 (0) 的 每 个 素 理想 均 是 孤立 的 。 

11. 设 是 环 玉 的 乘法 集 。 对 于 五 的 理想 0, 令 Sa 一 4" 一 (9 0) ， 
叫 作 是 a 对 于 态 的 饱和 化 ， 求 证 ， 

(1) S(a) NS(b)=S(aNb). 

(2) S(N(a))=N(GS()), 

(3) Sa) =R< >anSs 人 才 . 

(4) 设 So3: 均 为 己 的 乘法 集 ， 则 S,(S,(9))=(S1S5.)(q), 其 中 5S,5， 
一 (sis:|siESis ESN}. 

《5) 如 果 理 想 a 是 可 分 解 的 ,求证 集合 {S(ta)| 5S 为 至 的 溢 法 集 }》 是 有 限 


12. 设 pESpec R,S=R-p， 定 义 P'M 二 SCp*) (右边 记号 见 11 题 )、 


(1) pW 为?- 准 素 理想 .。 

(2) 车 p" 可 分 解 , 则 pv 是 p" 的 Pp- 淮 素 分 支 。 

(3) 若 p")p" 是 可 分 解 理想 , 则 bp"+ 是 它 的 p- 维 素 分 支 。 

(4) ho) 一 bp" 《>p" 是 ?- 准 素 理想 。 

13. 设 环 刀 中 理想 a 是 可 分 解 的 ,p 为 理想 集合 {(a:x)|z ER 一 a} 中 的 
极 大 元 。 求 证 ? 是 属于 a 的 素 理 想 。 

14. 设 3 为 环 忆 的 乘 注 集 。 如 果 五 中 每 个 理想 均 可 分 解 ， 则 环 5S7' 五 中 
每 个 理想 也 均 可 分 解 。 


S$ 4.2 Noether 模 和 Noether 环 
我 们 在 上 市 讲述 了 理想 淮 素 分 解 的 一 些 特性 . 现在 我 们 来 介 


绍 Noether 环 . 在 这 类 环 中 , 每 个 理想 均 是 可 分 解 的 , 从 而 上 节 的 
金 部 结果 对 于 这 类 环 中 的 理想 都 适用 .我 们 从 更 一 般 的 情形 
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Noether 横 谈 起 ， 

定义 ”RR- 模 如 叫 作 是 Noether 模 , 是 指 NM 的 每 个 下 模 
都 是 有 限 生 成 的 . 

下 面 是 它 的 几 个 等 价 条 件 ， 

定理 5 以 了 二 表 示 玲 - 模 歼 的 全 部 忌 - 子 模 所 组 成 的 集合 ， 
则 下 列 三 条 件 彼此 等 价 : 

(1) MM 是 Noether RR- 横 ， 

(2) 〈 升 链条 件 ) 之 中 的 升 链 都 是 稳定 的 ,也 就 是 说 ,如 果 

NSECN,C CN,C.:. (1) 

是 了 L 的 子 模 升 链 , 则 存在 % ,使 得 AN 一 Nt 一 … 

(3) 〈 极 大 条 件 ) ” 达 的 每 个 非 空 子 集 ( 对 于 包含 关系 ) 均 有 极 
大 元 . 


证 明 (1) 沪 (2)， 对 于 子 模 升 链 (1) , 易 证 人 入 = 【入 ,也 是 以 

r=] 
的 子 模 , 从 而 应 当 是 有 限 生 成 的 ， 设 和 N=Rzi+.…* 十 Rw,, 则 xz;€ 
NW 二 | W,。， 从 而 有 pi 使 得 x1E NW, (1<i<s)， 取 no 一 Max 


{pi Ds}, 则 vwEN IESiI<s), 于 是 NCEN, EC NN 
叶 入 。 从 而 入, 二 Nit+! 二 ，…*. 

(2) 沪 (3)， 用 反 证 法 . 如果 三 的 非 空 子 集合 之 没有 极 大 元 ， 
则 对 于 Ni1€E 2 和, 必 有 和 NsE€ 2 使 得 入 ,CN,。 类 似 地 又 有 NsE 
> 使 得 NICNs。 如 此 继续 下 去 ,我 们 就 构 作 出 一 个 不 稳定 的 子 
模 严 格 升 链 NICN2CNsC'………CNC…. 这 与 升 链条 件 相 巴 
盾 . 

(3) 一 (1): 设 P 是 及 的 子 模 , 定 义 集合 

2 二 {PP 的 子 模 NIN 是 有 限 生 成 玉 - 模 }， 

则 三 “ 非 空 (因为 (0) E). 于 是 二 有 极 大 元 入。 如 果 和 NCP， 
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则 有 zEP-Xw. 那 未 入 :六 +R8y 也 是 有 限 生 成 已 - 模 ,并 且 为 
P 的 子 模 , 从 而 NEE'， 但 是 显然 六 也 N ,这 就 与 六 的 极 大 性 
下 盾 . 所 以 N= 二 PP. 即 忆 是 有 限 生 成 尽 - 模 。 这 就 表明 有 以 的 每 
个 子 模 都 是 有 限 生 成 的 , 即 和 YM 是 Noether R- 模 . 


现在 我 们 举 一 些 例子 

例 1 有 限 生 成 Abel 群 是 Noether Z- 模 ， 更 一 般 地 ， 由 第 
二 章 所 讲 的 主 理想 整 环 上 有 限 生 成 模 的 结构 定理 不 难看 出 ， 主 理 
想 整 环 丸 上 的 模 有 是 Noether 横生 >2 是 有 限 生 成 已 -模特 
别 地 ， 每 个 主 理想 整 环 BR 均 是 Noether 五 - 模 . 

注 记 ”对 于 任意 的 环 ,有限 生 成 RR- 模 于 不 一 定 是 Noether 
模 。 因为 型 的 子 模 不 一 定 有 限 生 成 。 例 如 取 R= [wi ,XY,， 
…] ( 域 R 上 无 穷 多 个 文字 YY， :的 多 项 式 环 )。 则 
呈 二 R11 为 一 元 生成 的 有 R- 模 . 但 是 理想 (x1,X2,'… ,Xx,，"**) 作 
为 五 - 模 不 是 有 限 生成 的 . 

例 2 设 2 为 固定 的 素数 ,G={x#EQ/Z1xEQ, 存在 % 之 1， 
使 得 pxE2Z}， 即 G 是 Q/Z 中 阶 为 素数 2 的 方 第 的 全 部 元 素 组 


成 的 集合 。 这 是 加 法 Abel 群 ， 对 于 每 个 n 之 0,G,= /7 


是 G 的 ze 阶 子 群 ， 并且 GoCGICGsC…CGiC'+。 于 是 G 不 
为 Noether Z- 模 (或 者 由 G = | G， 本 身 不 是 有 限 生成 的 ,也 可 
R270 
知道 G 不 是 NoetherZ- 模 . ) 
为 了 得 到 Noether 模 更 多 的 例子 ,我 们 需要 研究 这 种 模 的 一 


些 基本 性 质 . 
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引 理 7 设 0>M 人 MSM >0 是 已- 模 短 正 全 序列, 则 ; 
NM 为 Noether 瓦 - 模 人 >1 和 型 均 是 Noether BBR- 模 ， 

证 明 沪 ; 设 NIEN 和 SEENiE… 是 杂 的 子 模 升 链 ， 则 
ca(NiDSac(No)E .Sa(CNSE… 是 形 的 子 模 升 链 ， 如 所 好 
为 Noether 模 , 则 后 一 升 链 是 稳定 的 ， 由 于 a 为 单 同 态 , 从 而 前 一 
升 链 也 是 稳定 的 ，(a(N1)=a(CN0DNI=ND。 于 是 殉 为 
Noether 模 . 

设 NIEVIE .SENIE，… 是 歼 /的 子 模 升 链 , 则 8-!(N1) 
SpAICNS)E. ERIN’) 是 的 子 模 开 链 .由 于 8 为 
满 同 态 可 知 8(B871CN;)) = NW;， 从 而 车 后 一 升 链 是 稳定 的 可 推出 
前 一 升 链 也 是 稳定 的 。 于 是 由 双 为 Noether 模 可 得 出 以 ”为 
Noether 模 的 结论 . 

对: 为 了 符号 简单 ， 我 们 不 妨 设 到 为 I 的 子 模 , 而 a 为 包 
含 觅 射 , 开 ”= 1 而 有 是 标准 满 同 态 。 假 设 MM 和 以 ” 均 为 
Noether 横 对 于 MM 的 子 模 升 链 NEN CCCN, CSC.-, 则 
ol(N)Ea (ND)E Sal(N,) 三 ， 和 PCONI ES 
BCN,) 三 …: 分 别 是 歼 / 和 “中 的 子 模 升 链 . 在 我 们 上 述 规定 下 ， 
a-1(N;)= 二 和 NNM',B(N,)=N(N ;在 用/M'=M”’ 中 的 标准 同 
态 象 )。 由 于 后 两 个 升 链 是 稳定 的 ,从 而 有 no 之 1 使 得 

N,NM’= Nan NM = N= Nat= 
但 是 由 模 的 同 态 直 本 定理 ,页 一 立 呈 7 关 一 全 太 7 (m1)， 


于 是 我 们 有 N ,= Noti= “”""。 这 就 表明 M 是 Noether 模 ， | 


系 1 若 MM.(1<i<n) 均 为 忆 - 模 , 则 ， OM. 为 Noether 忆 - 
模 <-> MM,(1 志 i 志 n) 均 为 Noether 有 R- 模 ， 
证 明 将 引 理 7 用 于 正 合 序列 0 一 2 从 NW-> 多 了 -0 
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然后 对 % 归纳 县 可 ,| 

系 2 寿 邓 是 Noether ER- 模 , 则 及 的 每 个 子 模 和 商 模 也 均 是 
Noether 模 ， 

证 明 将 引 理 7 用 于 正 合 序列 0>M’>M->M/M’->0. 1 


定义 ”如果 环 玉 是 Noether RBR- 模 ,我 们 便 称 忆 为 Noether 

环 ， 
根据 定理 5, 可知 环 及 是 Noether 环 , 当 且 仅 当下 面 三 个 等 价 
条 件 的 任何 一 个 成 立 的 时 候 : 

(1) 五 的 每 个 理想 均 是 有 限 生 成 的 ; 

《2) 五 中 理想 升 链 必 是 稳定 的 

《3) 五 的 一 个 理想 集合 如 果 非 空 , 则 必 有 极 大 元 . 

例 3 每 个 域 均 是 Noether 环 , 因 为 域 下 只 有 两 个 理想 ,下 = 
(1) 和 (0)。 每 个 主 理想 环 忆 均 是 Noether 环 ， 因 为 R 中 理想 
均 是 一 元 生成 的 。 特别 地 ,Z,Z/nZ(n 之 1) ,REz](R 为 域 ) 均 为 
Noether 环 .。 当然, 每 个 有 限 环 均 是 Noether 环 ， 

例 4 例 1 后面 的 注 记 表 明 R=k[zi,z2,… Zn ]( 开 为 
域 ) 不 是 Noether 环 . 但 是 五 为 整 环 , 它 的 商 域 K 是 Noether 环 
( 例 3) , 面 玉 为 天 的 子 环 . 这 例子 表明 ,一 个 Noether 环 的 子 环 不 
必 为 Noether 环 ( 这 与 Noether 模 的 情形 不 同 。 为 什么 会 有 此 差 
别 ?)。 但 是 另 一 方面 我 们 有 


5| 理 8 Noether 环 的 商 环 必然 是 Noether 环 . 

证 明 设 尽 为 Noether 环 , 则 它 是 Noether RR- 模 ， 对 于 RR 的 
每 个 理想 a， 由 引 理 7 的 系 2 可 知 R/a 为 Noether 有 BR- 模 . 但 是 
由 于 有 /a 看 作为 RE- 模 和 看 作为 R/a- 模 , 其 结构 是 一 样 的 ， 比 
如 说 ,Rf/a 的 一 个 及 - 子 模 和 一 个 妃 /a- 子 模 是 一 回 事 ， 因 此 R/a 
也 为 Noether 玉 /a- 模 ,如 天 /au 是 Noether 环 ， 
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引 理 9 设 妃 为 Noether 环 ， 弄 为 有 限 生 成 羡 - 模 , 则 如 为 
Noether 丈 - 模 . 

证 明 由 假设 知 歼 为 R”( 对 某 个 nn 宇 1) 的 两 模 .。 由 于 ER 
是 Noether 环 ,从 和 而 情 为 Noether RR- 模 。 由 此 知 BR" 也 是 Noe- 
ther 五 - 模 ( 引 理 7 的 系 1) .于 是 其 商 模 玫 也 是 Noether 已 - 模 ( 引 
理 7 的 系 2). 

注 记 例 1 后 面 的 注 记 表明 , 如果 玉 不 是 Noether 环 , 则 351 
理 9 不 骨 成 立 ， 

系 设 4 为 环 B 的 子 环 ,并 且 A 是 Noether 环 . 如 果 互 是 有 
限 生 成 4- 模 , 则 B 也 是 Noether 环 . 

证 明 由 引 理 9 知道 B 为 Noether 4- 模 , 从 而 更 是 Noether 
B- 横 ， 即 B 为 Noether 环 ,a 

例 5 环 Z[T 二 10] ={at+byV 一 10la, bEZ}=Z@®@Z 
Y 一 10 为 有 限 生 成 Z- 模 , 从 而 由 上 面 的 系 可 知 这 是 Noether 环 . 


下 一 个 引 理 表明 算 子 3S- 保持 环 的 Noether 特性 . 

引 理 10 设 3 是 环 忌 的 乘法 集 ， 如 果 五 是 Noether 环 ， 则 
S-1R 出 是 Noether 环 . 

证 明 ”我们 从 第 三 章 知道 ,S57!'R 中 每 个 理想 均 有 形式 S™'a， 
其 中 a 为 及 的 理想 ， 如 果 瑟 是 Noether 环 , 则 a 是 有 限 生 成 理想 ， 
旭 a=Rz 二 + 十 Rx. 二 是 Sila=S ! Rit+:……+S! Rr,. 
从 而 S -1 有 BR 中 每 个 理想 均 是 有 限 上 生成 的 。 这 表明 SE 是 Noet- 
her 环 .。 里 


下 面 定理 对 于 代数 几何 是 很 基本 的 ， 
定理 6(Hilbert 基 定 理 ) 如 果 尽 是 Noether 环 , 则 多 项 式 环 
好 fly gj] 1) 也 是 Noether 环 ， 


证 明 设 a 是 Lx] 的 理想 ， 考 虑 集合 


。 TD2。 


1 二 {a€ RR| 存 在 f(x?) Ea 使 得 f(z) 的 首 项 系数 是 4)， 
易 知 7 为 五 的 理想 ,从 而 是 有 限 生成 的 ,T= 二 Ralt+ +Ra,。 于 
是 对 每 个 a;, 均 有 f(x)Ea 使 得 f(x)= 二 aix"'+ cr 1 十。 (1 入 
<)。 记 7 一 max(71， 7n)}。 令 a 为 有,…,f， 在 Lzxj 中 
生成 的 理想 , 则 a 三 a。 现 在 对 每 个 多 项 式 jz) 一 az "+ E0， 


有 acET. 于 是 4 二 吏 waisuiE 如 果 风 > ) 则 
1 一 | 
jz) 王 了 (7) 一 220)JZmTEa， 
1 一 1 


Dj uf (x)r™ "Ea’, 
iéel 


并 且 deg (x) 过 m ,如果 deg f(x) 仍然 大 于 7, 则 再 如 此 继续 作 
下 去 . 从 而 我 们 总 可 以 求 得 多 项 式 h(x)Ea’， 使 得 (x)= 
Ex)+h(r) ,mM deg g(t)<T. 令 MN= RORIOD.. :中 RX ”1, 则 
g(x) Eaf1M。 于 是 我 们 证 明了 
a=(aNM)+a., (1) 
但 是 以 为 有 限 生 成 且 - 模 ,而 请 为 Noether 环 ， 从 而 开 为 Noether 
刁 - 模 ( 引 理 9)。 于 是 它 的 子 模 a 门 是 有 限 生 成 刁 - 横 . 令 an 
M=Rg1t+ 十 Rgn， 则 由 (1) 式 可 知 
d= Ret .+ Remt RIIfit..: + RLzlf, REz gl 十 
"+ RErjent RETJfit :+ REz]f, a. 

从 而 a 是 [zj 中 由 tgi 8g8n 廊 ff) 生成 的 理想 因此 
RLx |] 为 Noether 环 。 

再 用 数学 归纳 法 可 知 R[x1,.…,#,]j 为 Noether 环 .a 

例 6 由 定理 6 可 知 ,车 为 域 , 则 [zi,'… ,x 为 Noe- 
ther 环 。 在 代数 几何 中 我 们 主要 使 用 这 个 Noether 环 ， 此 外 ， 
ZIzi ZIAHZLZI Tn 等 也 均 是 Noether 环 ， 
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以 王 我 们 给 出 构 作 Noether 环 的 许多 方法 ， 现 任 我 们 的 月 标 
是 要 证 明 Noether 环 中 每 个 理想 均 是 可 分 解 的 , 即 均 有 极 小 准 素 
分 解 式 ， 

定义 ” 环 请 中 理想 a 叫 作 是 不 可 约 的 ， 是 指 , 如 果 4 二 bc 
(两 个 理想 之 交 ), 则 a==bp 或 者 a=¢. 

否则 ,如 果 存 在 b 和 使 得 a=bPmec (两 个 理想 之 交 )， 并 且 
aCpb,aCc, 则 称 a 是 可 约 的 . 

5| 理 11 Noether 环 五 中 每 个 理想 均 是 有 限 个 不 可 约 理想 
之 交 


x 


证 明 如 果 RB 中 存在 着 理想 不 能 表 成 有 限 个 不 可 约 理想 之 
交 ， 则 这 样 的 理想 组 成 的 集合 之 就 是 非 空 的 。 从 而 有 极 大 元 9, 显 
然 a 必然 可 约 。 从 而 a= 二 bc,aCp,aCe。 由 于 a 的 极 大 性 可 知 
bc 年 三 ,从 而 均 可 表 成 有 限 个 不 可 约 理想 之 交 :, 5 一 媚 和 站 pn， 
c 二 个 … 4m (Pi, 9; 均 不 可 约 )。 于 是 Q 王 bf 人 一 Pi 人 全 ja 
所 9 让 9w。 也 是 有 限 个 不 可 约 理想 之 交 ,这 就 与 aEZ 在 盾 . 
从 而 引 理 11 必然 成 立 .| 

引 理 12 ”Noether 环 五 中 的 不 可 约 理想 必 为 难 素 理想 . 

证 明 设 a 是 中 的 不 可 约 理 想 。 由 于 情 中 包含 a 的 理想 b 
和 /a 中 的 理想 b =b/a 之 间 保 序 一 一 对 应 ,可 知 (0) 为 R/a 中 
的 不 可 约 理想 。 并且 由 于 8 为 中 准 素 理 想 (b 三 a9)<-<>b 为 BR/0 
中 准 素 理想 ， 从 而 只 需 对 a= (0) 的 情形 证 明 引 理 12 即 可 . 即 : 若 
(0) 为 瑟 中 不 可 约 理想 ,我 们 来 证 明 (0) 维 素 . 设 Xx,y€R, xy= 二 0， 
yss0. 考虑 吕 中 理想 升 链 ， 

Ann(x)ESAnn(v) GCAnn(v’) 三 .…，。 
由 于 刁 是 Noether 环 ， 从 而 有 % 产 1 使 得 Ann (x") 一 Ann (x"+!) 
二 …:。 我 们 有 (xz")( 人 NN(y) 一 (0), 这 是 由 于 ;如果 a€ (x”) 几 (y)， 
则 axE(xy)= 二 (0), 于 是 ar= 二 0, 又 a 二 bx"*(bER). 从 而 bxw*+! 二 
cd 一 0。 于 是 pE Ann(zatD 一 AnnCzn) ， 从 而 4 二 bx”= 二 0， 这 
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就 去 胃 ( 人 (zy) -=(0)， 但 已 假定 (0) 不 可 约 , 而 (Yy) 关 (0)， 从 
而 必然 (xz")==(0)，, 即 x*==0。 这 又 表明 (0) 是 准 素 的 。 

由 引 理 11 和 3 引 理 12 立 刘 得 出 : 

定理 7 Noether 环 中 每 个 理想 均 是 可 分 解 的 . 即 均 有 【《 极 
小 ) 淮 屿 分 解 式 , 上 


本 节 最 后 我 们 再 证 明 Noether 环 的 一 些 特殊 性 质 . 

引 理 13 在 Noether 环 丸 中 ,每 个 理想 a 均 包含 W 9a 的 某 个 
医 . 

证 明 设 zi,…,%; 生成 理想 Va , 则 有 2; 关 1, 使 得 x?'En 
(1<ik). 令 mm 二 21 十 … +ni， 则 (Va)” 是 由 元 素 {xz1*…， 
zi7i+ 十 和 一 玉生 成 的 ， 当天 二 十 7 一 入 时 有 至少 有 一 
个 六 2 后 。 从 而 xf… zi* Ea， 这 就 表明 (VV a )"Sa. | 

注 记 若 且 不 是 Noether 环 , 则 引 理 13 不 再 成 立 . 例 = 二 
[Crista ta aa 一 (zz Va = 
x2 "Tn,"**)。 从 而 a 不 包含 Va 的 任何 知 . 

在 引 理 13 中 取 4=(0), 即 知 

系 ”Noether 环 的 小 根 V(0) (全 部 震 零 元 组 成 的 理想 ) 是 荞 
零 理 想 ( 即 有 mm ， 使 (MK(0))” 一 (0))。 ， 


引 理 14 设 m 是 Noether 环 忆 中 的 极 大 理想 ，9 为 民 的 
理想 。 则 下 面 三 条 件 人 彼此 等 价 . 

(1) 9 为 m- 准 素 理想 ， 

(2) VY 9 =m; 

(3) 存在 三 1 使 得 m"SqdSm， 

证 明 (1) 沪 (2) 显 然 ，(2) 沪 ( 届 ) 由 引 理 2。(2) 礼 (3) 由 引 理 
13，(3) 淳 (2) 由 m"SSqSm 取 根 得 到 mE 三 V9Sm, 即 V9=m. 
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引 理 15 设 a 是 Noether 环 请 中 的 真理 想 ， 则 ;属于 a 的 素 
理想 全 体 二 {PESpecRI 有 rER 使 得 P=(a:+x)}. 
证 明 象 引 理 12 的 证 明 那 样 ,通过 转 人 商 环 如 /a, 我 们 可 以 


一 开始 就 设 a= (0). 令 (0) = 站 9 为 极 小 准 素 分 解 式 ,p 一 Vi. 
i=1 

我 们 要 证 明 , {Pi1，,… ,Pp,}={pCSpecRI| 存 在 zE 有 R 使 得 P=Ann 

(#)}。 令 o, 一 [0, 导 (0)， 由 定理 1 的 证 明 可 知 对 0x Eo， 则 


有 VY Anpn(z) =P,。 从 而 Ann(z)Sp;。 但 是 由 引 理 13 可知 有 
ml 使 得 ppSq， 于 是 apzSEomnbzrsa naq= (0)， 即 a， 
nr 二 (0). 设 m 是 使 ap”=(0) 的 最 小 正 整数 《由 a 六 (0) 可 知 
之 1)。， 从 而 ap”-! 六 (0)， 于 是 存在 0yEaipr?-!。 从 而 
pb; 二 《0), 即 Ann(y) 二 Pp;,。 但 是 0 六 y Ea;。 从 而 将 》 看 成 前 面 的 
xX， 则 又 有 Ann(y) 忆 PP;,。 从 而 对 于 如 此 选取 的 yY， 我 们 有 Ann 
(y) 一 Pi。 

反之 ,如果 Ann(z)=pPESpec 已 ，xas0。 则 Y Ann(Cz) =p. 
由 定理 1 可 知 P? 为 属于 (0) 的 素 理想 .| 


2 题 

1. 设 且 不 是 Noether 环 ,为 中 不 是 有 限 生 成 的 理想 的 全体 .求证 了 
有 极 大 元 ,并 且 每 个 极 大 元 均 是 素 理 想 .【 提 示 ， 设 a 为 中 极 大 元 .。x,yE€ 
,XYy Ea, 如 果 z 千 4,y 千 4， 证 明 存 在 有 限 生 成 理想 a, 宇 9， 使 得 as 十 XR= 
ao+zR, qa=qs 吓 z+ (a:z) 但 是 (a:z) 为 有 限 生成 理想 ， 从 而 a 也 为 有 限 生 
成 理想 ,这 就 导致 了 矛盾。 ] 

2. (I. S. Cohen) 环 忆 为 Noether 环 <-》R 的 每 个 素 理 想 均 有 限 生 
成 ， 

3. 设 a 为 环 有 的 不 可 约 理想 , 则 下 列 三 命题 彼此 等 价 ， 
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(1) aa 为 准 过 理想 . 

(2) 对 于 五 的 每 个 乘法 集 3 , 均 有 YE 使 得 (5S 'a)"= (a:zx). 

(3) 对 于 每 个 YE 瓦 , 玉 的 理想 升 链 (a:z)E( 人 (az 天 .三 (a:d2)S 
是 稳定 的 ， 

4. 车 R[x] 为 Noether 环 , 试 问 有 是 否 必 为 Noether 环 。 

5. 如 果 环 民 满 足以 下 两 条 件 ,求证 瑟 为 Noether 环 ， 

(a) 对 每 个 mE Max RR,Rm 为 Noether 环 ， 

(5b) 对 每 个 0 讲 z ER,{mEMaxR|xE€m} 为 有 限 集 ，。 

[提示 设 9 为 晴 的 理想 , 0 二 (0)， 令 {m mo=({mEMax 玉 jn 三 
ac) . 取 0 疤 zoEn 令 fm mm em) 一 tmEMax 玉 jzoEm》。 
则 有 z,Ea 使 >, 和 车 my + (1 委 J 委 8 由 于 Rmi(1 筷 i 各?7) 为 Noether 环 , 从 而 
有 x+ "za, 使 它们 在 Rm 中 的 象 生成 Si'a (8 一 六 一 mi 1I 委 ! 委 r)。 
令 ao= (zi) .证 明 对 于 每 个 mEMaxR, aq。 和 a 在 Rm 中 扩张 成 同一 
理想 ， 于 是 a=ao 一 (ze … ,X11)。] 

6. 设 好 为 有 限 生 成 总 - 模 。 则 : B 为 Noether R- 模 全 >R/Ann (8) 为 
Noether 环 ， 

7. 设 环 五 中 每 个 极 大 理想 均 可 写成 eR, 其 中 ecE 瑟 ,一 c， 求 证 ， 

(1) 五 中 准 素 理想 必 为 极 大 理想 . 

《2) 为 Noether 环 。 [提示 ;利用 习题 2。] 

8、 设 且 为 Noether 环 。pESpecR 一 MaxR.9 夺 Pp, 并 且 9 为 V- 淮 素 理 
想 。 求 证 有 理想 a,p2a29, 并 且 a 不 是 准 素 理想 。 

9. 设 忆 为 Noether 整 环 ,(0) 三 pESpec 玉 ， 求 证 们 大 p。 


10. 设 aa 为 环 及 的 理想 , 且 站 ai= (0)。 如 果 R/as (1<i<n) 


均 是 Noether 环 ,求证 忌 也 是 Noether 环 ， 
11. 设 a 为 域 不 中 任 音 元素。 求证 (z:，xzy)=(z)m(Cy 一 az，23) 是 
Noether 环 8Ez,y] 中 理想 (z",zy) 的 极 小 准 素 分 解 式 。 


* 了 20 。 


$ 4.5 Artin 模 和 Artin 环 


根据 定理 5,Noether 模 可 以 用 极 大 条 件 或 升 链条 件 来 定 义 ， 
完全 对 侦 好 我 们 有 

引 理 16 设 戏 为 忆 - 模 , 则 下 面 两 条 件 等 价 ， 

(1) ( 降 链 条 件 ) 开 的 每 个 玉 - 子 模 降 链 A 三 入 二 了 
,三 …' 都 是 稳定 的 , 即 存在 wo 使 得 六 ,= 六 = 

(2) ( 极 小 条 件 ) ”MUM 的 一 个 子 模 和 集合 如 果 非 空 , 则 必 有 极 小 
元 ， 

证 明 (1) 汶 (2), 象 定理 5 那样 用 反 证 法 . 
(2) 淳 (1); 对 于 (1) 中 所 给 的 子 模 降 链 , 令 写 ={N,|n 宇 1)， 

由 允 应 当 有 极 小 元 。 设 极 小 元 为 入,, 则 对 ,二 和 Nr 二 …*. 

定义 ”满足 引 理 16 中 降 链 条 件 或 极 小 条 件 的 忌 - 横 岂 作 是 
Artin R- 模 . 

注 记 ”我 们 最 初 定义 Noether 模 是 用 有 限 性 条 件 ( 即 每 个 子 
模 都 是 有 限 生 成 的 )，Artin 模 没 有 与 之 类 似 的 定义 方式 ， 但 是 ， 
凡是 用 升 链条 件 或 者 极 大 条 件 得 出 的 Noether 环 的 性 质 , 均 应 当 
期 望 Artin 模 也 有 相应 的 性 质 . 下 面 就 是 其 中 的 一 些 . 

引 理 17 如 果 0 一 及’->M->M'”->0 是 R- 模 短 正 合 序 列 ， 
则 ,M4 为 Artin 咏 - 模 万 二 和 MM” 均 为 Artin 五- 模 ， 

证 明 仿照 引 理 7 的 证 明 ,但 是 将 升 链 改 为 降 链 。| 

系 1 设 用 (1<i<n) 均 为 - 模 , 则 ,四 Mi 为 Artin 已 
模 人 >MiCE 和 1 委 0) 均 为 Artin BB- 模 ,1 

系 2 Artin R- 模 的 每 个 子 模 和 商 模 也 是 Artin 五 - 模 .。 | 


例 1 每 个 有 限 Abel 群 既是 NoetherZ- 模 也 是 ArtinZ- 
模 ， 每 个 域 有 R 既是 Noether RR- 模 也 是 Artin 站- 横 。 
例 2 Z 为 Noether Z- 模 但 不 为 Artin Z- 模 (考虑 降 链 
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由 和 


(2) 书 (22 了 也 (290) 卫 …)， 
例 3 84.2 中 例 2 的 Abel 群 C= | 0 0.= ZL/Z 不 是 
天 一 站 ， 


Noether Z- 杭 。 但 它 是 Artin Z- 横 。 因为 不 难 证 明 ,C 的 真子 
税 必 为 有 限 群 。 从 而 G 不 可 能 有 不 稳定 的 子 群 降 链 ， 

例 4 五 二 kK[z1,… ,Xn,"*'](k 为 域 ) 既 不 是 Noether R- 
模 , 也 不 是 Artin 瑟 - 模 (考虑 隆 链 (#1) 必 (23) 沪 (2?) 沪 ，…). 


一 个 五- 模 好 如 果 同 时 是 Noether R- 模 和 Artin 五 - 模 ， 则 
有 一 个 重要 内 性 质 ; 以 有 组 成 列 ， 

定义 设 肛 为 ER- 模 ,于 间 (0)。 如 果 有 以 除了 (0) 和 开本 身 
之 外 没有 别 的 子 模 ,我 们 称 1 为 单 尺 - 模 ， 

例如 :每 个 素数 阶 循环 群 均 是 单 Z- 模 ; 主 理想 整 环 有 R 如 果 不 
是 域 , 则 上 的 模 峻 为 单 模 和 1M 同 构 于 循环 己 - 模 RR/(a), 其 
中 a 为 的 素 元 ; 域 天 上 的 同 量 空间 子 为 单 天 - 模 打 > dimxV = 
1. 

定义 设 肝 为 BR- 模 ，M=MODMID…:DDM, 一 (0) 为 陵 
的 有 限 个 子 模 形 成 的 严格 递 降 子 模 链 《以 下 开头 以 0) 结尾)。 如 
果 有 L_1/ (li<%) 均 是 单 避 - 模 ,我 们 称 此 链 为 瑟 - 模 的 合成 
列 . 而 # 叫 作 是 该 合成 列 的 长 度 。 


引 理 18 ”如果 玲 - 模 用 有 合成 列 , 则 2 的 所 有 合成 列 均 有 
相同 的 长 度 , 并 且 MH 的 每 个 严格 递 降 子 模 链 均 可 髓 到 某 个 合成 列 
之 中 ( 即 可 在 链 的 某 些 位 置 上 适当 加 进 一 些 子 模 , 使 之 变 成 一 个 合 
成 列 )， 

证 明 以 以 MUM) 表示 模 及 所 有 合成 列 的 最 小 长 度 ( 由 于 下 
有 具有 合成 列 , 从 而 !47) 为 非 负 整数 )。 我 们 先 证 明 两 件 事 情 ; 
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(A) 若 N 为 有 下 的- 子 模 ,并 且 是 用 的 真子 模 ( 即 NCM)， 
则 NV 也 有 合成 列 , 并 且 1CN)<<1( 有)。 这 是 因为 ; 假如 及 = Mo 
MD… 沪 Micn) 二 (0) 为 MM 的 合成 列 ， 令 Ni=NmnaM 我们 
有 自然 的 尽 - 模 单 同 态 WUVNi->M /Mi( 作 自然 同 态 NI 
JUVMN, 其 核 为 WinaM=Nna inM=Nmna= Ni)， 
于 是 W _VN, 或 者 为 (0)( 即 Wi_i= Wi) ,或 者 同 构 于 单 模 M;_1/ 
ii;， 从 而 在 六 = 王 NENI 二 全 No 一 (0) 中 去 邱 重 复 项 之 
后 , 便 给 出 R- 模 六 的 一 个 合成 列 ， 同 时 证 明了 ZW)<1M)， 如 


果 1CN)=1C0) , 则 必然 了 二 二 (1<i<UM))， 由 此 和 


“ 争 始 条 件 ” Wi = No=(0) 以 及 开 ; 全 六 ,可 以 递归 地 得 到 
Mii= Ni,'**, M= Mo= No=N. 这 与 假设 才 盾 ， 于 是 
IN)<UUM), 

(B) 有 Y 的 每 个 严格 递 降 子 模 链 肛 二 避 o 习 …: 汪 以 ,一 (0) 的 
长 度 均 不 超过 7( 必 ). 这 是 由 于 从 (A) 推 得 IM)>1(M1)>…. 
LM,)=0， 于 是 kM). 

现在 证 明 引 理 18; 设 以 的 某 个 合成 列 长 度 为 &， 由 (B) 可知 
Rs 上 用)， 而 由 多 妈 ) 的 极 小 性 即 知 三 LE)， 从 而 于 的 每 个 
合成 列 都 有 同样 的 长 度 ， 另 一 方面 ,对 于 好 的 每 个 子 模 链 作 = 
衣 必 肛 1 访 …: 汪 下, 一 (0)， 如 果 上 过 1H), 则 它 不 为 合成 列 . 
于 是 必 有 某 个 腻 ,_i/ NM,; 不 为 单 模 , 从 而 有 子 模 NM 人 /以 ;使 得 
术 ;_ 1 了 AM'DMH;,。 将 对 ^ 放 到 原来 子 模 链 中 ,长 度 增 加 1， 如 此 
继续 下 去 ,一 直到 长 度 为 !( 2 ), 则 它 必 为 合成 列 。 这 就 证 明了 引 
理 18. 

引 理 19 五 - 模 玉 有 合成 列 擂 > 1 同时 为 Noether 玉 - 模 和 
Artin 有 RR- 模 . 

证 明 汶 ; 由 3 引 理 18 可 知 若 下 - 模 有 合成 列 , 则 以 不 可 能 有 

无 限 严格 升 或 严格 降 的 子 模 链 。 从 而 必 同 时 为 Noether 模 和 
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Artin 模 ， 

所 :不 妨 设 以 闪 (0). 令 世 ={M 的 子 覃 六 1Ns 羡 人 到)}， 由 于 
到 是 Noether 模 则 蕊 有 极 大 元 Ni。 于 是 开 : 为 到 一 1 的 极 
大 真子 模 , 从 而 对。/ 到; 必 为 单 模 。 同样 地 , 若 开关 (0)) 则 型: 
又 有 极 大 真子 模 ,于 是 展 1/ 及, 为 单 模 ， 由 此 可 得 到 星 王 好 
站 了 好:… 了 了 MDD… 使 得 好 -Vi: 均 为 单 模 ， 又 由 于 用 是 
Artin 模 , 从 而 必然 有 某 个 型, 为 (0)。 于 是 型 三 章 0 闻 出 :2 
站 有 ,=(0) 即 是 好 的 一 个 合成 列 . | 


定义 设 有 R- 模 对 有 合成 列 ， 由 引 理 18 知 到 的 所 有 合成 列 有 
公共 的 长 度 1( 对 )。 我 们 将 7002) 叫 作 是 模 玉 的 长 度 ， 若 开设 
有 合成 列 , 也 称 形 的 长 度 无 限 , 记 成 以 人)==+ oo， 

引 理 20 设 0>M' 仿 NM 今 M”->0 为 且 - 模 正 合 序列 ， 则 
M 的 长 度 有 限 和 > 1 和 开 " 的 长 度 均 有 限 。 并 且 在 这 种 情形 
FM)=I(M’) + M"). 

证 明 设 

M’= MIOMIO.… ODM; = (0), (1) 
1 一 MYDMID…DaMI=(O) (2) 
分 别 是 A’ 和 WM” 的 子 模 链 , 则 我 们 有 下 的 长 为 +R 的 子 模 链 
M=B-(M")IRP I MID. DB MI) IDB-1(0)D 
a 
Da( M1)D:…. Da( Mi)= (0). (3) 
并 且 
a(M'_)/a(M!) Mi/ M', (4) 
Bi(MI_)/B (MEM M';, 
如 果 MM 和 ”有 一 个 是 长 度 无 限 的 , 则 z 和 有 至少 有 一 个 可 任 
意 大 , 从 而 +l 可 任意 大 ， 于 是 导 也 是 长 度 无 限 的 .反之 ;车 到 
和 M” 长 度 均 有 限 . 设 (1) 和 (2) 分 别 是 隆 ' 和 有 双 ” 的 合成 列 , 则 
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由 于 (4) 式 可 知 (3) 为 对 的 合成 列 ， 因 此 LM)=1+k=L(M')+ 
NM), | 
系 ” 设 0>M 坟 Ms 祝 … 一 MM,->0 为 号- 模 正 合 序 列 ,并 


且 M.(1<i<n) 的 长 度 均 有 限 ， 则 ( D1(CM,) =0. 
i=! 
证 明 系 中 的 正 合 序列 等 价 于 下 面 两 个 正 合 序列 ， 


0>M—ai( M1)—0 和 0 一 2 2 一 1; 一 一 JI ->0 
ai(M |) 


于 是 由 引 理 20 并 对 7% 归纳 即 可 证 得 此 系 . | 


现在 我 们 痰 Artin 环 ， 其 定义 与 Noether 环 相仿 . 
定义 ” 环 瓦 如果 是 Artin RR- 模 , 则 称 RR 为 Artin 环 。 
于 是 ,BR 为 Artin 环 相当 于 羽 满 足 如 下 两 个 等 价 条 件 之 一 ， 
(1) 降 链 条 件 , 玉 的 每 个 理想 降 链 都 是 稳定 的 ， 

(2) 极 小 条 件 , R 的 一 个 理想 集合 如 果 非 空 , 则 必 有 极 小 元 . 


例 1 有 限 环 和 域 都 既是 Noether 环 也 是 Artin 环 . 

例 2 =k[z1,…… ,Xr,'**j](k 为 域 ) 既 不 是 Noether 环 也 
不 是 Artin 环 ， 

例 3 Z 为 Noether 环 ， 但 不 是 Artin 环 ， 

我 们 设 有 给 出 第 四 种 可 能 性 的 例子 ， 事 实 上 ,不 久 我 们 将 要 
证 明 ( 定 理 8) :每 个 Artin 环 都 必然 是 Noether 环 ! 

整 环 灵 一 RLz Ya] 不 是 Artin 环 , 但 它 的 商 域 显然 
为 Artin 环 。 因此 ,一 个 Artin 环 的 子 环 不 一 定 为 Artin 环 ， 但 
是 与 Noether 环 一 样 ,我 们 有 

引 理 21 Artin 环 的 商 环 必 为 Artin 环 . 

证 明 仿照 引 理 8 的 证 明 , 

5| 理 22 设 R 为 Artin 环 , 寻 为 有 限 生 成 有- 模 , 则 如 为 
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lie Fa i rE Pe ET LE tT 


Artin R- 模 , 

证 明 仿照 引 理 9 的 证 明 ， | 

系 设 4 为 环 B 的 子 环 ,并 且 4 为 Artin 环 .如果 B 是 有 限 
生成 4- 模 , 则 五 为 Artin 环 . 


Artin 环 的 以 下 两 个 特性 , 与 Noether 环 情 形 很 不 一 样 . 

引 理 23 Artin 环 的 素 理想 必 是 极 大 理想 . 

证 明 设 PESpec 避 而 为 Artin 环 , 则 B==R/P 为 整 环 并 
且 B 也 为 Artin 环 ( 引 理 21)。 对 于 0 妆 x€B, 由 降 链条 件 可 知 有 
n 使 得 (x") 一 (x""')。 于 是 x" 二 z"Ty( 对 茶 个 yE€B)， 由 于 B 
为 整 环 而 x 六 90, 从 而 1 二 xy， 这 表明 B 中 非 零 元 素 % 均 是 B 中 单 
位 ， 从 而 8B 为 域 . .于 是 ?为 极 大 理想 . 

系 (1) Artin 环 的 小 根 等 于 大 根 。 

(2) Artin 整 环 必 为 域 。| 
引 理 24 Artin 环 忆 中 只 有 有 限 多 个 极 大 理想 ， 
证 明 不 妨 设 玉 关 (0)， 考 虑 集合 
2 一 fi 有 Nm,ir>1,m,EC Max RR}. 

由 于 五 是 Artin 环 ,并且 之 非 空 ,从 而 之 有 极 小 元 mi 让 
m,。 于 是 对 每 个 mEMax RR, 必然 mf 一 人 mm 二 mi/:…- 
Nm。 从 而 m 二 mf 人 二 mm 因此 有 i(1l<i<n) 
使 得 m 三 mi。 但 是 m,m; 为 极 大 理想 ， 于 是 m= 一 m;。 这 就 表明 
mi ,mx 为 畏 的 全 部 极 大 理想 . 明 

系 Artin 环 必 为 半 局 部 环 . 

证 明 ”所 谓 半 局 部 环 即 是 只 有 有 限 个 极 大 理想 的 环 .， 因 此 这 
系 由 引 理 24 立即 得 出 . (事实 上 ,再 由 引 理 23 可 知 Artin 环 只 有 
有 限 个 素 理想 )。 上 


Artin 环 的 下 一 个 性 质 是 Noether 环 也 具有 的 (与 引 理 13 的 
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系 比较 ). 

引 理 25 Artin 环 忆 的 小 根 VY (0) 是 款 堆 理想， 

证 明 记 n=Y(0)， 由 降 链 条 件 知 有 kk 使 得 n*= nt 
二 一, 记 a 二 "(二 1%*)， 我们 来 证 明 n* 一 a 二 (0)。 如 果 a 六 (0)， 
汶 虑 集合 

二 {EB 的 理想 blab 六 (0)}. 

则 aeE 之 (因为 吧 王 mn =ass(0))， 从 而 二 为 非 空 集合 ,于 是 之 有 
极 小 元 ec。 则 ac 六 (0)， 从 而 有 x Ec 使 得 za 六 (0)， 从 而 (x)€ 
.但 是 (z+) 三 tc, 由 ¢ 的 极 小 性 可 知 c= 二 (xz). 又 有 (x4)a= 二 xa?= 
Yoaxss(0)。 从 而 (za)E 之 Ya) 一 Y 有 由 (z) 三 5 的 极 小 性 又 
得 到 xa 二 xR。 于 是 有 yEa 使 得 zy 二 xz:1 一 zx。 从 而 了 一 2Yy 三 
ry 二 二 XYy" 二 …:， 但 是 yEa=mSn=V(0). .从 而 有 和 
使 得 y" 一 0。 于 是 +=xy"==0， 这 与 xa 六 (0) 相 巴 盾 。 因此 n* 
=a=(0). 1 

引 理 26 如果 环卫 中 零 理 想 (0) 是 有 限 个 极 大 理想 之 乘积 ， 
则 ; 情 为 Noether 环 夺 ->B 为 Artin 环 ， 

证 明 艺 , 设 (0) 二 mi…-…m(m;EMaxR). 考虑 RR 的 有 R- 子 
模 链 ( 即 理 想 链 )， 

RIOmEmm Dm mm, = (0). 

导 - 商 模 型,=mi mi imi mi 被 m 所 零 化 ， 从 而 到 ,可 看 
作 是 五 /m,- 模 。 但 是 E/m; 为 域 ,从 而 及; 为 RR/m; 上 向量 空间 ， 
而 且 形 ; 的 五 - 模 结 构 和 五 /mi- 同 量 空 间 结 构 是 一 样 的 。 如 果 
是 Artin 环 , 则 玉 为 Artin BR- 模 ， 从 而 了 的 商 模 ER/m……m, 的 子 
模 mmi mn mm 二 以 ,也 是 Artin BR- 模 .于 是 开 , 也 是 Artir 
R/m,- 模 ,但 是 对 于 域 了 上 的 各 量 空 间 Y, 易 知 : 为 Artin FF- 
模 和 dimrF < + wo 车 > 了 - 模 V 有 合成 列 。， 于 是 必 , 作 为 RR/ 
tm.- 模 有 合成 列 ， 从 而 并 ,= me… mi_1/m*…m; 作 为 BR- 模 也 有 
合成 列 ， 这 也 相当 于 说 ,在 mie…m;-!1 和 mi…m; 之 间 可 以 加 进 
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有 限 个 中 间 中 - 模 之 后 ,使 得 每 相 邻 两 个 模 之 商 均 是 单 R- 模 . 对 
于 每 个 i (1<<i<n) 均 如 此 作 , 就 过 成 及- 模 R 的 一 个 合成 列 。 于 
是 情 为 Noether 有 R- 模 ( 引 理 19)， 即 且 为 Noether 环 ， 

他 :与 上 面 证 明 类 似 . 


定义 ” 设 瑟 是 非 零 环 。 我 们 称 玉 中 素 理 想 链 poCHC:…C 
jb 的 长 度 为 %。 而 屁 中 于 理想 链 最 大 可 能 的 长 度 , 叫 作 是 环 民 的 
(Krull ) 维 数 , 表 示 成 dim RR， 

于 是 : 

(1) 域 的 维 数 为 0。 更 一 般 地 ,dim 玉 =0 人 不 中 素 理 想必 
为 极 大 理想 .因此 由 引 理 23 可 知 Artin 环 的 维 数 是 0. 

(2) dim 乙 =1， 更 一 般 地 ,如 果 五 为 整 环 , 则 :dim R=1<-=> 
不 是 域 ,并 且 卫 中 非 零 素 理想 均 为 极 大 理想 ， 

我 们 在 下 一 章 要 集中 研究 dim R=1 的 情形 。 现在 我 们 证 明 
一 个 值得 注意 的 结果 . 

定理 8 环 甩 为 Artin 环 和 > 环 玉 为 Noether 环 并 且 dim 忆 
一 (0 

证 明 沪 : 若 玉 为 Artin 环 , 由 于 素 理 想 均 是 极 大 理想 ( 引 理 
23) ,从 而 dim 及 =0。 而且 且 只 有 有 限 多 个 极 大 理想 ( 引 理 24)， 
设 它们 为 mi,…,m,， 则 R 的 大 根 和 小 根 均 为 n =m 站 … 站 mm，. 
由 引 理 25 知道 有 上 使 得 n*=(0)。 从 而 


也 me( 站 m, ) =n*=(0). 


于 是 (0)= [fm' 由 引 理 26 即 知 且 是 Noether 环 ， 
和 对: 若 尽 为 Noether 环 ，(0) = 一 9 人 pq, 为 准 素 分 解 式 ， 


p; 二 VT. 则 五 的 小 根 为 n 二 V0) = 门 p,. 由 引 理 13 的 系 知道 有 


i 
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使 得 n* 一 C0) 于 是 了 Ep:=(TIP; ) (人 NP ) =n*=(0). 


一] i=] 


从 而 (0) = 了 Tp， 由 dim R=0 可 知 各 均 为 极 大 理想 : 即 (0) 为 有 
限 多 个 极 大 理想 之 积 ， 由 引 理 26 即 知 尼 为 Artin 环 . | 


最 后 我 们 讲 Artin 环 的 结构 定理 (定理 9) 每 个 Artin 环 均 
可 唯一 地 表示 成 有 限 个 Artin 局 部 环 之 直 和 .。 我 们 先 谈 谈 Artin 
局 部 坏 的 特性 ， 设 (RR,m) 是 Artin 局 部 环 , 则 五 的 唯一 极 大 理想 
m 即 是 案 零 元 全 体 (=V(0))， m= 二 BR 一 U(R), 并 且 存在 k 使 得 
m* 二 (0)， 例 如 Z/p"Z(D 为 素数 ,n 宇 1) 均 是 Artin 局 部 环 。 由 定 
理 8 可知，Artin 局 部 环 所 字 维 数 是 0 的 Noether 局 部 环 ， 我 们 
还 可 以 叙述 得 更 具体 一 些 . 

5| 理 27 设 R 为 Noether 局 部 环 , m 是 R 的 唯一 极 大 理想 ， 
则 或 者 (1) 召 汪 Mm? 沪 … 六 mm" ;或 者 (2) 有 使 得 mm 一 
(0).。 并 且 五 为 Artin 局 部 环 亏 沪 情 形 (2) 成 立 ， 

证 明 如 来 m"==m"™, 将 m" 看 作 是 及 - 模 , 它 是 有 限 生成 的 . 
从 而 由 中 山 引 理 可 知 m” 二 (0)。 这 就 表明 情形 (1) 和 (2) 必 有 且 仅 
有 一 种 情形 成 立 ， 对 于 情形 (1), 由 于 理想 链 BR 必 m 活 ,…. 六 Mm" 沪 
… 不 称 定 ,从 而 忆 不 是 Artin 环 ， 对 于 情形 (2)， 设 PESpec BE， 
则 (0) 三 呈 "Spb。 取 根 即 知 mm=Pp。 于 是 mm 也 是 已 中 唯一 素 理 想 ， 
即 dim 如 二 0， 从 而 五 为 Artin 环 .| 


定理 9 《Artin 环 结构 定理 ) ”每 个 Artin 环 书 均 可 表 成 有 
限 个 Artin 局 部 环 的 直 和 ， 且 = RO …@R, (有 ;为 Artin 局 部 
环 )。 如 末 多 有 已 三 好 由 四 有 (2 均 为 Artin 局 部 环 ), 则 2? 
二 m, 半 且 有 {1,2,，… ,7) 的 一 个 置换 0, 使 得 BR, 宇 Roo) (< 
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2 )( 环 同 构 )， 
证 明 ”存在 性 , 根据 引 理 24, 有 R 只 有 有 限 多 个 极 大 理想 ,Max 
R={mi,'…,m,}. 出 定理 3 的 证 明 可 知 有 k 宇 1 使 得 (0) = 


imt.， 但 是 mt(1<i<n) 两 两 互 素 (8 1.3, 习题 1) ,从 而 (0) = 
i=1 


站 m? (§ 1.2, 习题 12)， 于 是 有 环 的 同 构 R=R/ m?*> 
ia 可 4 一 


由 R/mt+， 而 R/m! 为 Artin 局 部 环 . 


唯一 性 ,假设 有 二 外 Ri, 忆 , 均 是 Artin 局 部 环 , 令 9.: R=>B， 
为 自然 投射 ,a; 一 Ker p;， 则 ai(1<i<n) 两 两 互 素 , 并 且 [1】 a = 
i=1 


(0)。 设 9 为 吾 ; 的 唯一 素 理 想 , 则 p;= or!(9q) 是 已 的 素 理想 。 因 
为 RR 是 Artin 环 , 从 而 PEMax RR， 但 是 q; 为 宗 零 理想 ， 从 而 0. 
包含 极 大 理想 pb 的 某 个 医 ， 于 是 ai 为 Pi- 难 素 理 想 。 所 以 〈0) 三 


性 


| 1 a; 为 准 素 分 解 式 ， 因 为 a; 两 两 互 素 , 从 而 Pp,(1<i<n) 也 两 两 


i=1 

互 秦 ， 于 是 1 均 是 属于 (0) 的 极 小 素 理想 ， 从 而 9;(1 夸 in) 均 
是 40) 的 孤立 准 素 分 支 ，。， 由 84.1 定理 4 知 a(1<<i<n) 是 由 五 所 
决定 的 。 从 而 环 R= 二 BR/a(li<n) 也 由 RB 所 决定 .| 


下 一 个 引 理 在 第 五 章 中 是 有 用 的 ， 

引 理 28 “ 设 (&R,m) 为 Artin 局 部 环 ,R 三 尽 /m。， 则 以 下 三 条 
件 彼此 等 价 ， “ 

(1) 有 为 主 理想 环 ， 

(2) m 为 主 理想 ， 
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(3) dim,(m/m’?)<1., 

证 明 (1) 沪 (2) 显 然 。 (2) 汶 (3); 设 m==(a)， 我 们 有 且 - 模 
瞒 同 态 

fi Ry a. 

其 核 Ker f 忆 m= 二 (a)，、 从 而 诱导 出 k- 向 量 空间 的 线性 变换 f :RR/ 
m—>m/m?, 并 且 f 是 满 射 。 于 是 dimi(m/m?)<dimi(R/m)= 
1. 

(3) 访 (1)， 如 果 dim:(m/m”)=0, 则 =m?。 由 于 m 为 有 
眼 生 成 五 - 模 (Artin 环 有 R 是 Noether 环 )， 从 而 由 中 山 引 理 知 tn 二 
(0) 即 五 为 域 ， 当 然 也 是 主 理想 环 ， 如 果 dimi(m/m’) 二 1， 则 有 
YE 各 my 使 得 my/m?=R 无 ， 根 据 第 二 章 引 理 5, 可知 m 一 鼠 z, 即 m 
为 主 理想 .对 于 五 的 每 个 真理 想 os(0) .由 于 z 是 需 零 元 素 ,， 从 而 
有 m 之 1 使 得 v” 一 0， 于 是 m" 一 (0)。 于 是 assm?"=(0)。 由 于 
a 为 真理 想 ， 从 而 no 三 m， 于 是 存在 7 之 1 使 得 aoSm"，a 芋 mL. 
因此 有 yEa,a EB 使 得 y= 二 ax'.。 但 是 y 千 (x +*!)。， 这 说 明 a 千 
(zx) 二 m, 有 即 a 为 单位 。 从 而 x "=a 'yEa， 于 是 m"Sa。 但 是 已 
-经 有 mm" 三 a。 因 此 a=m"=(z7)。 即 尺 中 每 个 理想 均 是 主 理想 ， 
从 而 五 为 主 理想 环 ，( 并 且 瑟 中 每 个 理想 均 有 形式 m'.) 浊 

例 Z/p*Z(p 为 素数 ,n 和 1) 和 R[xj]/(f(z)")(k 为 域 ,f(z) 
是 k[z] 中 不 可 约 多 项 式 ) 均 是 满足 引 理 28 中 条 件 的 Artin 局 部 
环 . 因为 它们 的 唯一 极 大 理想 分 别 是 主 理想 (5) 和 (了 (zx)). 

例 设 & 为 域 ,考虑 环 =k[x?,x3]/(x*)， 它 有 合成 列 ， 脏 
也 (2,73) 也 (72) 二 0, 从 而 是 Artin 环 .不 难 验 证 U(B)=={ao+ 
CI 无 2 十 43 元 3| ao aayasER)ao0l。， 而 m= R—U(R)=(7X?, 无 3) 
是 理想 ， 从 而 同 为 召 的 瞧 一 极 大 理想 而 召 为 局 部 环 。 但 是 m= 
(z?, 到 3) 不 是 主 理 想 ， 或 者 因为 m? 二 (0),R/m 衬 k,dim(m/m?) 
二 dim, m 二 2， 可 知 Artin 局 部 环 RLz2 zz 不 福 足 2| 理 28 
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中 的 条 件 . 


习 是 


1. MM 为 Artin R- 模 。w: MH>MM 是 民 - 模 单 同 态 。 求 证 wx 必 为 同 构 . 
[提示 ， 考虑 一 系列 短 正 合 序列 0->wr-!(0M) 光 有 -Man(MN) 一 0，m=1， 
2,3,…， “ 

2. 设 Wi 和 :是 瑟 - 模 玉 的 两 个 妨 - 子 模 ， 如 果 用 /NWN，,，MM/N, 均 为 
NoetherR- 模 ， 求 证 W7/CNnN) 也 为 Noether R- 模 ， 并且 将 “Noether” 
改 成 “Artin” 这 命题 也 是 对 的 ， : 

3. MM 为 Artin 五 - 模 。 求 证 R/Ann(M) 为 Artin 环 ， 

4， 设 = 有 形 ,DH11D…mDN 一 (0) 和 人 = 和 MID OM,= (0) 
是 ER- 模 肥 的 两 个 合成 列 .求证 存在 {1,2,-…,n} 的 一 个 置换 o ,使 得 他 ;_1/M， 
竺 村 ,js/Mow(1 志 i 所 nn)(R- 模 同 构 )， [提示 ， 参考 群 论 中 一 类 似 定 理 的 
证 明 ], 

5. (1) Abel 群 4 是 Noether Z- 模 <-> 4 是 有 限 生 成 的 。 

《2) Abel 群 4 有 合成 列 €-> 4 是 有 限 群 。 

6. (1) 设 4 为 有 限 Abel 群 , B 是 4 的 子 群 。， 如果 (ai,……,a,) 和 (bi， 
bm) 分 别 是 4 和 B 的 不 变 因子 ， 其 中 lasi la,，B118,1-…15m。 求 
证 m 志 nx 并 且 bi| 9srs-mn(l 志 ?所 11)， 

《2) 反 之 ;如果 ai| az }as,51 bs1 01b, smn,bilarn-n(l<i<m) 
ai,b， 均 为 正 整数 . 则 存在 有 限 Abel 群 4 和 它 的 子 群 B, 使 得 {a1,… ,a,} 
和 {D…… po) 分别 是 4 和 瑟 的 不 变 因子 。 

(3) 如 果 4 是 有 限 生 成 Abel 群 , 那 末 (1) 和 (2) 中 的 结论 应 当 改 成 什么 
样子 ? 

7. 试问 Z7/(12) 申 Z/(45) 共 有 多 少 种 披 比 不 同 构 的 子 群 ? 

8， 设 户 为 域 ,0 款 f(z)Ek[zx1、 求 证 [x1/(f(w)) 是 Artin 环 。 试 问 如 
何 将 kLz]/(f(z)) 表 成 有 限 个 Artin 局 部 环 的 直 和 ? : 
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第 五 童 ”Dedekind 整 环 


在 这 一 登 里 ,我 们 要 介绍 由 Gauss, Kummer 开创 而 由 Dede- 
kind 所 建立 起 来 的 Dedekind 整 环 的 理论 ， 在 这 种 整 天 中 , 每 个 
非 淮 理想 均 可 唯一 地 表 成 有 限 个 素 理想 之 积 , 

Dedekind 整 环 是 一 种 特殊 的 Noether 整 环 ， 确切 地 说 ,就 是 
一 维 Noether 整 团 整 环 . 我 们 首先 解释 什么 叫 整 团 , 即 讲述 整 性 相 
关 概 念 和 环 的 整 性 扩张 基本 理论 . 然后 在 第 2 节 研 究 介 于 Noe- 
ther 整 环 和 Dedekind 整 环 之 间 的 一 维 Noether 整 环 和 它 的 局 部 
化 ， 这些 研 究 对 于 加 深 对 Dedekind 整 环 的 理解 是 有 好 处 的 ， 有 
了 这 些 准备 之 后 ,我 们 在 第 3 节 讲 述 主 要 对 象 ,Dedekind 整 环 的 
基本 理论 . 


$5.1 整 性 相关 


“ 整 性 ”概念 是 将 通常 整数 概念 推广 到 一 般 环 上 的 成 功 的 尝 
试 ， 

定义 ” 设 B 为 环 , 4 为 B 的 子 奈 ，B 中 元 素 b 叫 作对 于 和 4 是 
整 的 元 素 , 或 者 简称 为 在 A 上 整 ,是 指 5 是 4[z] 中 某 个 首 一 多 项 
式 帮 xz)=zr+atz 1 二.…* 二 Qn(n 之 1) 的 根 、 换 名 话说 ,存在 a1， 
a,.CA4,n 宇 1, 使 得 

br+ab li+...+a,=0. (¥) 

这 时 ,(* ) 式 称 作 是 元 素 5E5B 在 4 上 的 整 性 相关 方程 . 

注 记 (1) 如 果 5EB 在 环 4 上 整 , 则 以 5 为 根 的 4[xz] 中 首 
一 多 项 式 不 是 唯一 的 ， 从 而 b 在 4 上 的 整 性 相关 方程 可 以 有 许多 
个 . 

(2) 我 们 称 B 中 元 素 b 为 4 上 的 代数 元 紊 , 是 指 5 是 4Lzj 中 
某 个 多 项 式 f(x)(deg f(x) 宇 1) 的 根 ， 显 然 ， 4 上 的 整 元 素 均 为 
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代数 元 素 , 但 反之 不 然 ,因为 整 元 素 还 要 求 f(z) 是 首 一 多 项 式 ( 见 
下 面 例 3). 但 是 如 果 4 为 域 ,对 于 4 上 的 每 个 代数 元 素 5, 令 f(z) 
EALz],deg 1z)>1, 0) 一 0， 如 果 f(z) 的 最 高 项 系数 为 a 二 
0, 则 a ! 属于 域 4, 从 而 5 是 首 一 多 项 式 4a f(z) 的 根 , 从 而 5 也 
是 域 4 上 的 整 元 素 。 这 表明 当 4 为 域 的 时 候 ,“A4 上 整 元 素 ” 和 “4 
上 代数 元 和 ”是 一 致 的 ， z 

(3) 由 定义 立刻 推出 ,如 果 4，B, C 均 为 环 并 且 4SDBSEC， 
则 C 中 元 秦 ¢ 在 4 上 整 沪 c 在 B 上 整 . 

例 1 环 4 中 每 个 元 素 a 均 在 4 上 整 . 国 为 2 是 首 一 多 项 式 
f(x) 二 x 一 a 45z] 的 根 ， 

例 2 取 4=Z,B==Q (有 理 数 域 )。 则 Q 中 元 素 a 在 乙 上 整 
所 之 cGZ. (EE 由 例 1; 之 是 因为 根据 初等 代数 知道 ， 若 有 理 数 w 
是 整 系数 首 一 多 项 式 (x)EZ[Lz J 的 根 ， 则 a 必 为 整数 ，) 换 多 话 
说 ,在 Z 上 整 的 有 理 数 即 是 整数 。 这 就 表明 我 们 在 一 般 环 上 定义 
的 整 性 概念 是 通常 有 理 整数 概念 的 一 种 推广 . 

例 3 实数 1/T 3 在 Q 上 整 ( 取 f(x)=x? 一 1/3),， 但 是 易 证 
1/Y 3 不 在 Z 上 整 ,虽然 /VYV 3 是 Z 上 的 代数 元 素 ( 为 3 wx: 一 1E€ 
Z[z] 的 根 ). 


设 A4 刁 B 为 环 的 扩张 (这 相当 于 说 , 4 和 B 均 是 环 ， 而 4 是 B 
的 子 环 )。 以 C 表 示 B 中 在 4 上 整 的 全 部 元 素 所 组 成 的 集合 ， 于 
是 4 三 C 夺 BB。 人们 自然 要 问 ; 集 合 C 上 是 否 有 好 的 代数 结构 ? 比 
如 说 ,对 于 5 中 的 运算 , C 是 否 封闭 ? 即 如 果 5 和 5b， 均 是 8 中 在 
4 上 整 的 元 素 ,是否 5b1 土 5 和 61bz 也 是 4 上 整 元 素 ? 换 句 话说 ,C 
是 否 为 B 的 子 环 ? 答案 是 肯定 的 ， 但 是 当年 证 明 这 个 结果 却 是 颇 
不 容易 的 事情 (3 3 ,5 在 Z 上 整 ， 试 设想 证 明 1+B 3 一族 5 
在 Z 下 整 !1)。 历 史上 , 正 是 为 了 证 明 这 一 结果 , Dedekind 才 创 造 
了 “ 模 ” 这 个 重要 的 代数 概念 。 现 在 我 们 沿 着 历史 的 足迹 ， 用 模 来 
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刻画 整 性 概念 ,而 C 为 环 这 件 事 是 这 种 刻画 的 自然 推论 . 
引 理 1 设 4EB 为 环 的 扩张 , 5EB. 则 以 下 诸 条 件 彼此 等 


(1) 5 在 4 上 整 ; 
(2) 4[5] 为 有 限 生 成 4- 模 ， 
(3) 存在 B 的 子 环 D， 使 得 4[5]SD， 并且 刀 是 有 限 生 成 
4- 模 ， 

(4) 存在 忠实 4[5j]- 模 开 ， 使 得 弄 为 有 限 生 成 4- 模 . 

回忆 :1 叫 作 是 忠实 请- 模 ， 是 指 Ann M={xE RIzM= 
“(0)} 为 的 零 理 想 . 

证 明 (1) 沪 (2) : 假设 EB 在 4 上 整 ， 则 有 整 性 相关 方 
程 

bri+-ab" HH +a,.—0,4,EA,n>1, 

于 是 对 每 个 r 宇 0 均 有 68” 一 一 (a1b"171 十 .… 十 Qnb')。， 由 此 式 
不 难 归 纳 证 明 出 ,每 个 8"(m 宇 0) 均 可 表 成 1,0,5b7,…,b”! 的 4- 
线性 组 合 。 因 此 4[5j 作 为 4- 模 是 由 1,8,82,.…,b"! 生成 的 . 

(2) 沪 (3): 取 人 DD= 4L5] 即 可 , 

(3) 沪 (4); 取 了 对 =D 即 可 .这 是 忠实 4[5]- 模 ,因为 者 yy € 
A[5],yD=(0), 则 y=y*1s= 0., 
(4) 瀛 (1);: 设 = Awi+…… 二 Aun;m 之 1。 由 于 bu,EM, 从 


而 bu; 二 Dao,(a, EA,1<i<m). 这 可 写成 矩阵 形式 
j=1 


Wi 0 
wc : } - 
[A 


其 中 六 是 m 阶 单位 方 阵 ， 将 此 式 两 边 左 乘 以 517m 一 (ai;) 的 伴 
。135。 


1 


| 站 方 阵 , 就 得 到 det(27% 一 (a;,)) oz 一 0(0 和 和 加 )， 于 是 det 
(07 一 (ai)) 玉 =(0)， 注 意 det (B51 一 (41;)) 为 4[5] 中 元 素 
而 1 为 忠实 4[51- 模 . 从 而 det(27 一 (ai)) 王 0。 将 左边 行 
列 式 展开 就 得 到 2 在 4 上 的 一 个 整 性 相关 方程， 从 而 2 在 4 上 
整 . 

系 1 该 4B 为 环 的 扩张 ,61,.' ,5b,EB 均 在 4 上 整 。 则 
环 4L2 0] 为 有 限 生 成 4- 模 ， 

证 明 ?2=1 时 其 为 引 理 1， 现在 对 nn 归纳 ; 令 4,=4A[bi， 
“… 0 由 归纳 假 变 ，4,，: 为 有 限 生 成 4- 模 .因为 5, 在 4 上 
整 , 从 而 也 在 要 1 上 整 . 于 是 4,= 4 :Lp 是 有 限 生 成 4。1- 模 ， 
因此 4, 也 是 有 限 生 成 4- 模 (§ 2.1, 习 题 10). | 

系 2 设 4cB 为 环 的 扩张 ,C= 二 10EBI2 在 4 上 整 }y， 则 C 
为 B 的 子 环 ， 

证 明 设 c,c EC, 则 4[e,e 为 有 限 生 成 4- 模 ( 系 1)。 但 
是 c 土 ce’,cc’E€ALc,c ,从 而 c 土 c* 和 cc 均 在 4 上 整 ( 引 理 1 的 
(3))。 于 是 c 土 c',cc’EC， 这 就 表明 C 是 B 的 子 环 . 1 

这 样 我 们 就 证 明了 , 如 果 5 和 4 EB 均 在 4 上 整 , 则 它们 的 
和 ,、 差 及 乘积 也 在 4 上 整 . 


定义 系 2 中 的 C 人 叫 作 是 4 在 8 中 的 整 闭 包 ， 于 是 4SEC 
三 B， 如 果 C = 4 , 则 称 4 在 8 中 整 闭 如果 C=B, 则 称 8 在 A 
上 整 ,并 且 4SB 叫 作 是 环 的 整 性 扩张 . 


系 3 这 4EPBSC 是 环 的 扩张 如 果 C 在 B 上 整 并 且 B 在 
4 上 整 , 则 C 在 4 上 整 . 
证 明 设 cEC. 则 ec 在 8 上 有 整 性 相关 方程 
C 二 Do 二。 十 0 一 0) 史 全 10 GE 也 


令 瑟 一 440 于 是 也 在 至 上 整 ,从 而 8 和 cj] 为 有 限 生 
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成 B - 模 。 由 系 1 知 B 为 有 限 上 生成 4- 模 ,于 是 Bec] 为 有 限 生 
成 4- 模 , 即 C 的 每 个 元 素 c 均 在 4 上 整 ， 从 而 C 在 4 上 整 . 
系 4 设 4 B 为 环 的 扩张 ,C 为 4 在 B 中 的 整 闭 包 ， 则 CC 
在 B 中 整 闭 ， 
证 明 设 5€E B 在 C 上 上 整 ， 由 于 C 在 4 上 整 ,从 而 5 在 4 上 上 整 
( 见 系 3 的 证 明 ). 由 C 的 定义 即 知 52€EC. 这 就 表明 C 在 B 中 整 站. 


下 一 引 理 表明 商 运 算 和 局 部 化 运算 均 保 持 整 性 . 

引 理 2 设 4SB 为 环 的 整 性 扩张 ， 

(1) 如 果 b 为 B 的 理想 ,a 二 b 门 4, 则 4/aSB]b 为 整 性 扩张 
(注意 :4/a 自然 地 看 成 为 B/b 的 子 环 ). 

(2) 若 5 为 环 4 的 乘法 集 , 则 S :A4SS 1B 为 整 性 扩张 〈 广 
意 : 由 算 子 SS- 的 正 合 性 ,ST14 自然 地 看 成 为 SB 的 子 环 ). 

证 明 (1) 设 2E€B,b”+ab” I++ 十 Ga 一 0GCaiE4) 为 2 在 
A 上 的 整 性 相关 方程 。 则 模 b 之 后 ,在 B/b 中 便 有 22"+51D" 1 
+ 二 Gn 二 0(a;E€ 4/a). 这 就 表明 B/b 中 每 个 元 素 5(5EB) 
均 在 4/a 上 整 , 即 4/a 三 BA] 为 整 性 扩张 

《2) 类 似 地 ,对 于 (1) 中 EB 在 4 上 的 整 性 和 相关 方程 和 s € 
S ， 我 们 有 

(b/s)"+(ai/s)(b/s)" +t:+a/s"=0, 

这 正 是 元 素 b5/sES 2b 在 S14 上 的 整 性 相关 方程 。 从 而 S14 
571B 为 整 性 扩张 . ] 

5| 理 2 的 (2) 还 可 推广 成 ， 

引 理 3 设 4S 巨 为 环 的 扩张 。 C 为 4 在 号 中 的 整 闭 包 , 则 
对 于 4 的 每 个 乘法 集 S ,SIC 为 S 4 在 32 中 的 整 用 包 ， 

证 明 由 引 理 2 可 知人 SIC 在 S 4 上 整 ， 另 一 方面 ,如 果 
/scES-IBOEB,sES) 在 9-14 上 整 , 则 有 整 性 相关 方程 

(D/s)s (al/s)(D1s) 二， + qn/ss=0, aEA,sSES 
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档 此 每 式 双 方 乘 以 (4 太一 SsES， 即 知 六 E 在 4 二 整 ， 
于 是 2tEC， 从 而 8/s=b/stES-ICO。 于 是 SC 为 8374 在 
SB 中 的 整 闭 包 . 


定义 ” 整 环 户 叫 作 是 整 闭 的 ,是 指 忆 在 其 商 域 中 整 闭 . 

例如 乙 是 整 闭 整 环 ( 例 2)。 更 一 般 地 ,每 个 唯一 因子 分 解 整 
环 均 是 整 用 整 环 (习题 ). 

整 环 的 整 闲 性 是 局 部 性 质 ， 

5 引 理 4 关于 整 环 4 的 下 面 三 个 条 件 彼 此 等 价 ， 

(1) 4 为 整 闭 整 环 ; 

(2) 对 于 每 个 PESpec4 ,4p 为 整 闭 整 环 ， 

(3) 对 于 每 个 nEMax4 ,4m 为 整 闭 整 环 . 

证 明 记 无 为 4 的 商 域 。 由 于 4p 三 到， 从 而 4p 均 为 整 环 ， 
并 且 4p 的 商 域 为 K, 令 C 为 4 在 K 中 的 整 闭 包 ， 由 引 理 3 知 
STC 为 4p 在 天 中 的 整 闭 包 (S 二 4 一 p)。 记 f: 4 一 C 为 包含 映 
射 ， 则 

4 整 用 所 >4= CE > 为 同 构 . 

4p 整 闭 > 4p 王 -IC 和 > 四 :4 3-10 为 同 构 ， 

但 是 ,f 是 否 为 环 同 构 ( 即 4- 模 同 构 ) 是 局 部 性 质 ， 从 而 由 第 三 章 
引 理 8 就 天 证 得 本 引 理 . | 


本 习 其 余部 分 是 研究 环 的 整 性 扩张 的 基本 性 质 。 

5| 理 5 设 4EB 为 环 的 整 性 扩张 ,并 且 BB( 从 而 4 ) 为 整 环 . 
则 互 为 域 所 之 4 为 域 . 

证 明 和 后 : 对 于 0 人 5EB, 令 nn 是 5 在 4 上 的 整 性 相关 方程 
pb"+ab" + +an 二 0(n 之 1,4;€ 4) 中 最 小 的 % 值 . 由 于 B 是 
整 环 , 可 知 an<0。， 如 果 4 为 域 , 则 aii€E4， 从 而 6b!= 一 as! 
(0 TQ10" 人 二 十 qn-1)B。， 从 而 B 为 域 
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访 , 对 于 0 六 a E€ 4. 如果 B 为 域 , 则 a 'EB, 于 是 a 在 4 
上 整 。 从 而 有 整 性 相关 方程 4 "+aiQ 人 "D4:*+an 二 0,(m 
之 1,a: € 4). 于 是 a 1= 一 (qi+…+4ama" 1)€ 4, 即 4 为 域 .| 

系 1 设 4S 瑟 为 环 的 整 性 扩张 , 9ESpec B, p=4 门 4 
(ESpecA). 则 9€EMaxB€-—>hpE Maxd, 

证 明 由 引 理 2 可知 4/P 己 B/9 为 环 的 整 性 扩张 , 但 是 B/9 
为 整 环 ,从 而 B19 为 域 所 =>471p 为 域 ( 引 理 5) ,这 就 是 说 9€ Max 
B¢—>pEMaxA, | 人 

系 2 4 三 下 为 环 的 整 性 扩张 ,4 为 局 部 环 并 且 m 是 4 的 唯 
一 极 大 理想 ， 如 果 9E€SpecB, 则 ,9€E€MaxB¢->41 站 4=m. 

证 明 由 系 1 直接 得 到 ,因为 4 只 有 一 个 极 大 理想 m. 1 

系 3 设 4SB 是 环 的 整 性 扩张 , 则 限制 映射 f :SpecB 一 
SpecA,9r->q 门 4 为 满 射 。 换 句 话说 ,对 于 每 个 PESpec 4, 均 有 
9ESpecB 使 得 9 站 4 二 7 

证 明 由 引 理 2 知道 4p 刁 Bp 为 环 的 整 性 扩张 ( 共 中 Bp= 
SB,S= A 一 p).。 考虑 环 和 环 同 态 图 表 

A—>B 

fi Lf 

4p- >Bp 
其 中 i 和 ip 为 包含 映射 ， f4: 4 一 4p 为 ar>a/1, fs 有 类 似 的 意 
义 . 易 知 这 是 交换 图 表 ， 取 为 Bp 中 任 一 极 大 理想 , 由 系 2 可 
知 n 人 4p=p4? (右边 为 4r 之 唯一 极 大 理想 )。 并 且 f 4 '(pAp) 
一 (第 三 章 定 理 1 的 系 1 ). 令 949==fs 1(n), 则 9€ESpecB. 并 且 由 
上 面 的 交换 图 表 可 知 9 由 4= 信 !9) = 和 fs Cn) 一 pn) 一 
了 1(pb4p) 一 D。 是 

系 4 设 48 为 环 的 整 性 扩张 ,9,9’ ESpecB,9S9 如果 
qm4=9 站 4, 则 9=97 
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证 明 设 p=q904=9 4 则 PESpec4。 仍 沙 虑 承 3 中 环 
的 交换 图 表 . 以 n 和 mn 分 别 表示 9 和 9 在 Bp 中 的 扩张 。 则 
ip (nn) 和 和 Cn) 均 是 4p 中 素 理想 ,并 且 它 们 在 4 中 的 限制 均 
为 p( 因 为 fip (nN) 二 汪 !fa (nn)== 坟 1(9)= 二 9 门 4=p, 同样 地 
fa ip (nD)=Ifs (Nn =) = NA4=7)， 从 而 ip 1(n) 
二 tp (n= 二 pApE MaxAp， 从 而 由 系 1 可知 n 和 mn 均 为 Bp 的 
极 大 理想 .但 是 由 9 王 9 得 到 nSn’， 从 而 必然 n= 二 n/。 于 是 限 
制 到 上 便 有 4=q. i : 


定理 1 (第 一 提升 定理 ) 设 4cB 为 环 的 整 性 扩张。 pi， 
psESpecA,pCP,, NESpecB,q 4=p:， 则 存在 9,€ SpecB， 
使 得 9. 门 4 一 ?5 并 且 9C9q2. 

证 明 我 们 已 经 知道 4/PIEB/9i 为 环 的 整 性 扩张 而 ps 是 
A4/p1 中 素 理 想 。 于 是 有 B/qi 中 夷 理想 QQ， 使 得 QN\A/P,==p，， 
但 是 Q 必 有 形式 9;, 其 中 9 为 B 中 素 理 想 于 是 和 也 员 并 且 中 
MA=p,. | 

利用 归纳 法 不 难 将 定理 1 推广 成 

定理 1 设 4 三 8 为 环 的 整 性 扩张 .PCPh*…*Cp, 为 4 中 的 
潍 理 想 链 ,41 ESpecB.q 中 [4=?1, 则 B 中 存在 迷 理 想 链 91C92C 

“…Cq,, 使 得 4 站 4=?.(2<i<n), i 


注 记 ” ”如果 定理 1 再 加 上 一 些 条 件 ， 我们 有 另 一 种 提升 定 
理 ， 

定理 2 (第 二 提升 定理 ) 设 4 为 整 环 的 整 性 扩张 ,并 
且 4 是 整 闭 整 坏 ， 如 果 PCPsC…:ChP, 是 4 中 素 理想 链 ,9,。E 
SpecB,9.NN 4 一 P,, 则 存在 B 中 的 素 理 想 链 91C9sC….C9, 使 得 
qa NA4=P,(1<1i< nC 1)., 

这 个 定理 的 证 明 要 用 到 域 论 基 些 知识 .我 们 先 作 些 准备 工作 . 
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定义 ” 设 4 三 8 为 环 的 扩张 ,a 为 4 的 理想 元素 2EB 册 
和 作 是 在 0 上 蓝 , 是 指 存 在 多 项 起 f(x)=x"”iav" 1 十。 十 Cn 


中 的 整 闭 包 . 

令 0O 为 4 在 B 中 的 整 闭 包 , 显 然 a 三 TSC， 下 面 引 理 给 出 集 
合 工 的 一 个 刻画 . 

引 理 I 设 4 三 B,C ,0,T 如 上 所 示 . 令 a'=a0, 则 

T=Va={cEC| 有 nn 之 1 使 得 c"Ea}， 从 而 I 为 C 的 理 
想 ， 

证 明 设 8EB， 如 果 5 在 a 上 整 , 则 5 也 在 4 上 整 , 于 是 
bEC, 设 b 在 a 上 的 整 性 方程 为 6"+ab” i 十 ,二 Qn 二 0, 4;€ 
qa， 则 57 二 一 g15"-1-.…-a,Ea' 二 aC， 因 此 5EV 0。 反之 ,如 
果 b EVa’, 则 有 m 宇 1 使 得 0”Ea*. 即 5"= Vac,， a,EQA, ec 


i=1 


EC。 由 于 6c; 均 在 4 于 整 ,从 而 融 ==A[ei, cs] 为 有 限 生 成 
4- 模 ,并 且 5”"”MCaM. 由 此 可 证 8” 在 a 上 整 (请 参考 引 理 1 中 
(4) 瀛 (1) 的 证 明 ). 但 是 8” 在 a 上 的 整 性 方程 也 可 看 成 是 5 在 
a 上 的 整 性 方程 因此 5 也 在 a 上 整 ， 这 就 证 明了 T=ya. 4 

3| 理 I 设 48 为 整 环 的 扩张 ,并 4 是 整 闭 的 . 0 为 4 的 
理想 .到 为 4 的 商 域 .如 果 5bEB 在 a 上 整 , 则 5 在 上 是 代数 的 . 
又 车 5 在 上 的 极 小 多 项 式 为 f4) 二 Xx"+ar" + "+ Cn 和 
KE[z], 则 aiEY a(l<i<n)(V a 表示 a 在 4 中 的 根 ). 

证 明 5b 显然 是 上 的 代数 元 素 , 令 工 为 b 在 K 上 的 分 裂 域 ， 
由 于 5 在 a4 上 整 ，, 从 而 有 gv) 二 xs”t+talw" +"*+am01€EQ， 
使 得 g(5)= 二 0， 因 为 f(x) 是 5 在 K 上 的 极 小 多 项 式 , 因此 f(x)| 
g (7). 由 于 5 在 中 的 每 个 及 - 共 统 元素 45, 均 是 f(x) 的 根 , 从 而 也 
均 是 g(x) 的 根 ， 即 也 均 在 a 上 整 。 但 是 a, 是 诸 5，( 即 5 的 全 
部 太 - 共 元 元素) 的 初等 对 称 多 项 式 ， 由 上 3 引 理 可 知 a; (1<i<n) 
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均 在 a 上 整 ， 但 已 假定 4 整 困 ,而 ciE4, 从 而 在 上 引 理 中 取 4 和 
BB 分别 为 这 里 的 4 和 K( 则 .上 5 引 | 理 中 的 C 为 这 里 的 4), 于 是 由 上 
引 理 得 到 a,EV a(l1<i<n). | 


现在 证 明 第 二 提升 定理 ， 不妨 设 n= 二 2， 与 证 明 第 一 提升 定 
理 相 仿 。 我 们 只 需 证 明 Pi 为 分 式 环 Ba, 中 某 个 素 理 想到 B 然后 
再 到 4 的 限制 .根据 第 三 章 定 理 1 的 系 2, 我 们 只 和 需 证 明 P1Ba, 门 4 
二 D1( 然 后 取 d= 二 P14Bo,\B 即 可 )。 
设 x Ep1Bo,， 则 w= 二 y/s,yEb1B,sEB-9,， 由 引 理工 知 y 在 
pi 上 整 , 由 引 理 I 芽 知 yy 在 K( 4 的 商 域 ) 上 代数 ,并 且 若 
Yy +ry 1 +=0 (1) 
是 y 在 上 的 极 小 多 项 式 , 则 ,EY DI=P(1<i<7r)， 如 果 又 
0 和 x E4, 则 js 二 yz !,x~1€E XX， 而 由 (1) 式 知 s 在 及 上 的 极 小 多 
项 式 为 
3S7 二 02041871 二 or 一 0 (v=u,/2)., (2) 
于 是 
rv Eh (1 二 ?和 7)。 (3) 
由 假设 B 为 4 的 整 性 扩张 ,而 sE€B, 从 而 s 在 4 上 整 。 由 (2) 式 
和 引 理 I ( 取 a=4), 可 知 v,EV 4==4(1<i<r)， 如 果 x* 儿 D1， 
由 (3) 式 知 v2,EPD(l<i<r)， 再 由 (2) 式 知 85"EPDIBSP,BSq. 
这 与 5EB-9; 记 大. 因此 xED, 即 bBo 站 4SP， 而 ?Bo 站 
A 二 p! 是 显然 的 。 这 就 证 明了 第 二 提升 定理 . 


习 题 


1。 设 A 三 B 是 环 的 整 性 扩张 ,8 为 任意 代数 封闭 域 。 求证 每 个 环 同 坊 
A 一 2 均 可 扩充 成 环 同 杰 B 一 QQ，[ 提 示 : 利用 3 引 理 5 系 3 和 下 面 的 域 论 结 
果 : 设 瑟 / 焉 为 域 的 代数 扩张 ,2 为 任意 代数 封闭 域 ， 则 每 个 域 的 单 同 态 Ff 一 
02 均 可 扩充 成 域 的 单 同 态 8 一 9。] 
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2， 设 4 三 B 为 环 的 整 性 扩张 , nN EMaxB8,m==n 门 4E€ Max4。 试问 Bn 
是 否 一 定 在 4m 上 整 ? [提示 ， 考查 4 二 ix 一 1]，k 为 碟 , B= 二 kLxj, 1 二 


基本 一 志 | 
(z 一 1) ,考查 元素 zi EBn, ] 


3. 设 4 三 B 为 环 的 整 性 扩张 ， 求 证 ; 

(1) ANU(B)=U(4), 

(2) 4Nr(B) 一 r(4)(r(4) 表 示 4 的 大 根 ). 

4. 设 4 三 B 为 环 的 扩张 ,B 一 4 对 于 乘法 封 闲 。 求 证 4 在 B 中 整 闭 . 

5. 设 4 三 B 为 整 环 的 扩张 ,C 为 4 在 B 中 的 整 闭 包 . f(x) 和 g(x) 为 B 
[zx] 中 首 一 多 项 式 . 如 果 f(x)g(x)ECLzxJ, 求 证 f(x) 和 g(x) 均 属于 CLzxj. 
-提示 ; 设 K 为 B 的 商 域 ,Q 为 玉 的 代数 闲 包 。 由 f(z)g(z)EC[z] 证 明 fz 
和 &(z) 在 2 中 的 根 均 在 4 上 整 。 于 是 f(z)，&g(z)ECLz]. ] 

又 车 去 掉 4 和 五 是 整 环 的 限制 , 则 上 命题 仍旧 成 立 。 [提示 ,首先 证 明 存 
在 五 的 一 个 扩 环 B', 使 得 f(x)g(x)=(zx 一 aD)(z 一 Q2)*"*(z 一 a),ai€EB， 
然后 证 明 与 前 类 似 .] 

6. 设 4 己 B 为 环 的 扩张 ,0 为 4 在 B 中 的 整 闲 包 。 求 证 CE[xJ 是 4[zjJ 在 
B[z] 中 的 整 闲 包 ， [提示 : 设 F(z)EB[zj 在 4[z] 上 整 .fr 十 gif 一 十 十 
en=0)giE4[z]. 取 7>maxft 和 deggi deggn) fi=f 一 x"， 则 (下 ;十 
xzr)m 十 Bi 有 十 xm 十 .十 gw 一 0。 这 可 写成 : f" 十 hf 十 '…* 十 有 mw 二 
0; 有 二 (xzrm gzrJnrI+ .二 gwEd[z]. 对 于 一 户 和 态 ” :十 有 一: 十 
… 十 hm-! 用 习题 5。 ]] 

7. 设 忆 为 整 环 , 玉 为 的 商 域 .对 于 0 二 a€R, 如 果 4 和 oa E 站 均 在 
RE 上 整 , 则 a EUCE). 

8. 求证 唯一 因子 分 解 整 环 必 为 整 闲 整 环 。 

9. 设 G 为 环 4 的 自 同 构 群 的 一 个 有 限 子 群 。 

(1) 求证 4°={a€ 4h|o(q)=a， 对 每 个 oEG} 是 4 的 子 环 , 并 且 A 在 
49 上 整 。 

(2) 设 5 为 4 的 乘法 集 ,并 且 o(5) 三 S( 对 每 个 o€G). 则 SA4" 首 5 是 
A° 的 乘法 集 ，G 中 每 个 元 素 均 可 扩充 为 环 S-'4 的 自 同 构 ,并且 (S) 4 
类 (8S-:4)9( 环 同 构 )。 
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(3) 设 pESpecAs,P={9E€ESpec419 门 4° 二?) .求证 G 在 集合 P 上 的 作 
用 是 传递 的 ( 即 对 任 意 91,9;EP, 均 有 co EG 使 得 o(91)= 二 9,)， 于 是 忆 为 有 限 


集 .[ 提 示 ; 设 aE€9， 则 LLo(a) eq.N A =psq,. 从 而 有 cE G 使 得 o(a) € 


9,。 由 此 证 91S oo), 从 而 有 基 个 o' EG 使 得 qd 三 o'(9,)。 于 是 和 二 og 
《9q:)。] 

10, 设 {8,|iET} 和 {RIiET} 为 环 了 T 的 两 个 子 环 族 并且 S; 三 R,,S,， 
在 R; 中 整 闪 (对 每 个 iE7)。 求 证 人 05S; 在,R ,中 整 闭 ， 

11. 设 4 三 B 为 环 的 整 性 扩张 ， 求 下 dim4 = 二 dimB， 

12. 设 4 三 5B 为 环 的 扩张 ， bEUT(B). 求 证 B 的 子 环 456]n 4[6-'J 在 4 
上 整 ， 

13. 求证 ZEzJ/ (ec 十 4) 为 整 环 ,但 不 是 整 用 整 环 。 


$ 5.2 一 维 Noether 整 环 ， 离 散 赋 值 环 


设 BR 为 整 环 .， 我 们 在 第 四 章 中 定义 了 环 的 维 数 dimR. 并 且 
由 定义 直接 得 出 ， 

dim 玫 二 0 和 (0) 为 已 的 极 大 理想 后 -> 已 为 域 ; 

dim 忆 = 工人 之 太 不 为 域 并 且 瑟 的 非 零 素 理想 均 是 极 大 理想 . 
本 节 我 们 研究 一 维 Noether 整 环 和 一 类 特殊 的 一 维 Noether 局 
部 整 环 一 一 离散 赋值 环 。 一 维 Noether 整 环 的 一 个 值得 注意 的 
性 质 是 : 

引 理 6 一 维 Noether 整 环 BR 的 每 个 非 零 理想 a 均 可 (不 
计 因 子 次 序 ) 唯 一 地 表 成 有 限 个 准 素 理想 的 来 积 ,并 且 这 些 准 素 理 
想 的 根 两 两 不 同 . 


证 明 存在 性 设 a= 站 9qp=Y 而 是 a 的 极 小 准 素 分 角 
1 一 
式 ， 由 dim 忆 ==1 可 知 均 为 极 大 理想 ,从 而 p, 两 两 不 同 ， 于 是 
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qi(T<is2) 两 两 也 素 . 因此 a= 人 4= 由 9.. 
i=1 i=] 


唯一 性 ， 如果 a= 9,，9, 为 p- 准 素 理 想 ， 并 且 P (1<i 
i=] 
<m) 两 两 不 同 。 则 p, 均 是 极 大 理想 ,从 而 9,(1<i<n) 彼 此 互 素 . 


于 是 "1 q,= 有 q;。 并 且 右 边 是 a 的 极 小 准 素 分 解 式 。 因为 


ph (1<i<<) 彼 此 不 相互 包含 ， 从 而 每 个 9; 均 是 a 的 孤立 准 素 分 
支 ， 从 而 由 $ 4.1 的 第 二 唯一 性 定理 可 知 {9.' ,494,} 是 由 a 所 决 
定 的 , | 

例 主 理想 整 环 是 一 维 Noether 整 环 的 典型 例子 .我 们 再 
举 一 个 不 是 主 理想 整 环 的 例子 , R=ZLV 5]. 这 显然 是 Noether 
整 环 ， 设 p 是 五 的 非 堆 素 理想 , 0 人 a +bV 5 EP,a,b0EZ 则 0 半 
a 一 5b? 二 (a 一 bYV 5) (at+by 5)ED， 于 是 |R/PI<1BR/(o— 
5 82)| 一 |a2? 一 50212< +co。 于 是 羽 /p 为 有 限 整 环 ， 熟 知 它 必 然 
为 域 ， 从 而 非 零 素 理想 p 必 是 极 大 理想 . 即 dimZ[7 5]=1， 即 
ZLV 5 ] 是 一 维 Noether 整 环 ， 但 是 不 难 证 明 a=(2,1+V 5) 
不 是 主 理想 ( 见 8 5.3 例 7)， 从 而 ZLV 5 J 不 是 主 理想 整 环 . 

一 维 Noether 整 环 R 对 于 它 的 素 理 想 P 的 局 部 化 Bp 是 一 维 
Noether 局 部 整 环 ， 这 是 由 于 ， 局 部 化 算 子 保持 Noether 性 ， 从 
而 Rp 为 Noether 局 部 整 环 .由 于 Rp 的 素 理 想 与 BR 的 包含 在 P 之 中 
的 素 理想 一 一 保 序 对 应 , 而 dimR=1, 从 而 与 98 对 应 的 m=pRp 
就 是 Rp 中 的 唯一 非 稚 素 理想 ， 因此 dimBRy=1， 即 R 是 一 维 
Nocther 局 部 整 环 。 我 们 现在 介绍 一 类 特殊 的 一 维 Noether 局 部 
束 环 ， 叫 作 是 离散 赋值 环 . 首先 定义 什么 是 赋值 环 . 

定义 ” 设 为 整 环 ,K 是 R 的 商 域 ， 如 果 对 于 下 中 每 个 非 
零 元 素 a,a 和 a7! 至少 有 一 个 属于 R, 则 称 R 是 赋值 环 . 

例 1 每 个 域 都 是 赋值 环 ， 
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例 2 Ze(Z 在 素 理想 (2) 处 的 局 部 化 ) ,kLzlo,(k[z] 在 素 
理想 (F(z)) 处 的 局 部 化 ,其 中 [xz] 是 域 上 的 多 项 式 环 , f(z) 
为 REzj 中 不 可 约 多 项 式 ) 均 是 赋值 环 ( 习 题 1). 
例 3 &[[z]]( 域 至 上 的 形式 震级 数 环 ) 为 赋值 环 ( 习 题 1)， 
例 4 五 = [|]k[[z7]](k 为 域 ) 是 赋值 环 (习题 1). 


例 5 营 R 为 赋值 环 ,KK 为 的 商 域 ,R' 为 环 并 且 RSR’S 
到， 则 R' 也 是 赋值 环 . 


引 理 7 设 BR 为 赋值 环 , 则 

(1) 为 局 部 环 ;(2) BR 为 整 闲 整 环 . 

证 明 (1) 我 们 只 需 证 明 m 二 RBR 一 UV(R) 为 有 的 理想 , 设 a 
ER,XEm, 则 axEm( 因 为 若 az 伟 m, 则 ax EZ(BR)， 从 而 YE 
U(R), 而 这 与 Em 二 RR 一 U (BR) 诈 盾 )。 因 此 Rmm。 进 而, 设 
x,yEm, 如 果 攻 或 y= 二 0, 则 显然 + 土 YEm。 如 果 ww 和 yy 均 不 为 
0, 则 y-1y 和 zy 至 少 有 一 个 属于 RR， 不妨 设 zy ER， 则 x 土 
y 二 (zy ! 土 1)yERmSm， 这 就 证 明了 m 为 中 的 理想 。 于 是 如 
为 局 部 环 . 

(2) 设 aEK 在 RR 上 整 , 则 有 整 性 相关 方程 a"+bia" 十 …: 
+b, 二 0,b;ER,n>1。 如果 aE 有 R 则 证 毕 ， 如 果 a 和 RR, 则 aTi€ 
R， 于 是 又 得 出 a= 一 (bi+bza 1+… 十 ba "ER.1 


定义 ” 域 K 上 的 一 个 离散 赋值 是 指 一 个 映射 
v: EK*— SD (KK*=K—{0}), 
并 且 满 足以 下 两 个 条 件 ; 对 于 y,yE 五 ， 
(I) p(wYy)=v(%)+y(y), 
(1D) vy(w+y)>min(y(r),v(y)). 
注 记 (1) 条 件 (D 是 说 ,v 是 采 法 群 K* 到 加 法 群 Z 中 的 同 
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态 ， 从 而 必然 v2(1) 二 0,v(w i) 二 一 v(x )， 

(2) 如 果 规 定 >(0) = + co， 则 映射 扩充 为 >: 开 -ZU{+co}， 
如 果 再 规定 〈+ co) 十 即 一 十 (+ co) 一 (+ co) 二 (二 co) 一 十 co， 
+ o>n( 对 每 个 整数 ”) , 则 扩充 后 的 映射 > 仍然 满足 定义 中 的 条 
件 (1) 和 (II)， 今 后 我 们 恒 假 定 » (0)= + %. 

(3) 不 难 验证 ,{x EKIv (x) 宇 0} 是 赋值 环 . 


定义 ” 整 环 ER 叫 作 是 离散 赋值 环 , 是 指 五 的 商 域 KK 存在 离 
散 赋 值 "使 得 R={xEKly(z) 之 0}. 

由 上 面 注 记 (3) 可 知 离散 赋值 环 必 然 是 赋值 环 ,从 而 为 整 财 
的 局 部 整 环 ( 引 理 7 ) .我 们 现在 要 证 明 :离散 赋 值 环 和 一 维 Noet- 
her 整 闭 局 部 整 环 是 一 回 事 .为 了 今后 的 应 用 ,我 们 还 朗 证 明 一 
个 更 为 细 致 的 结果 (5 引 | 理 9). 

引 理 8 ”离散 赋值 环 BR 车 不 为 域 , 则 必然 是 一 维 Noether 整 

证 明 只 雳 证明 有 R 是 Noether 环 并 且 dimR=1, 设 石 是 
的 商 域 ，>” 为 上 的 离散 赋值 ， 而 R={x EKjv(w) 之 0}。 由 于 
v(K"*) 是 Z 的 加 法 子 群 , 从 而 v(K")==nZ( 对 茶 个 整数 % 宇 0). 如 
果 %==0; 则 pC(K*)=(0)， 而 =K 为 域 , 这 与 题 设 不 符 。 从 而 


n 之 1. 这 时 易 知 2v: K* ->Z，zh 二 (xz) 也 是 域 玖 的 离散 赋值 . 


并 且 对 应 于 工 , 的 离散 赋值 环 也 是 ， 由 于 小 v(K*) ZZ， 从 而 


我 们 可 以 一 开始 就 假定 v(K")=Z。 于 是 存在 XE K" ,使 得 v(x) 
二 1， 易 知 U(R)= 二 {zw EKIy(z) 一 0}， 而 B 的 瞧 一 极 大 理想 为 
m= RU(R)={rEKI»(7)>0}={rE Klvy(z)>1}. 于 是 x 
Em, 从 而 (zx) 三 m， 男 一 方面 ， 对 于 每 个 aEm,v(a) 之 1。 从 而 
vy(a/nx)=y(ia)—v(n) 守 0, 于是 a/zER, 从 而 aExBR=(zx), 旭 
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mx), 于 是 m 一 (x)。 进而 , 设 4 为 的 任 一 非 零 理想 ,l= 
mintv(z)|x Ea}。 则 /为 韭 负 整数 ， 并 且 有 ww En 使 得 v(xw)= 
1 由 于 x/x'EU(R), 从 而 4 二 (x) 二 (x) 二 (zx)"， 而 对 a 中 每 个 
元 素 a, 均 有 rv(a) 宇 l， 从 而 a/x*ER. 于 是 cE(z)， 从 而 0 
(z+). 因此 a=(z) 二 (zx) 一 m。 这 就 表明 BZ 是 主 理想 整 环 ,从 而 
是 Noether 整 环 ， 由 于 及 中 全 部 理想 为 m'(l>0), 从 而 tm 是 到 
中 唯一 的 非 零 素 理想 ， 因 此 dimRB=1,1 


5l 理 89 设 忆 是 一 维 Noether 局 部 整 坏 ,m 是 R 的 唯一 极 
大 理想 ,k= 二 /mm， 则 下 面 六 个 条 件 彼此 等 价 ， 

(1) 忆 为 离散 赋值 环 ， : 

(2) 及 为 整 闭 整 环 ， 

(3) m 为 主 理想 ; 

(4) dim,(m/m’:)=1, 

(5) 巡 的 非 零 理想 均 是 下 的 轿 ， 

(6) 存在 zyE 忆 ,使 得 五 中 非 零 理 想 均 有 形式 (2 )( 有 过 0)， 

证 明 在 证 明 这 个 引 理 之 前 ,人 先 作 两 点 注 记 . 

(A) 由 于 在 一 维 局 部 整 环 如 中 ,m 是 丸 中 唯一 的 非 零 素 理 
想 ， 从 而 对 于 Noether 环 中 中 每 个 非 零 真理 想 a, 必然 Y 4 二 人. 
但 是 mE MaxRB.。， 从 而 由 8 4.2 引 理 14 可 知 a 必然 是 m- 准 素 理 
想 , 并 且 存 在 %n 宇 1 使 得 a 三 m". 

(B) 由 8 4.3 引 理 27 可 知 对 每 个 2 之 0 均 有 m" 计 m"+l. 

现在 证 明 引 理 9，(1) 沪 (2), 由 引 理 8. 

(2) 沪 (3); 设 0 二 aE m， 由 上 面 注 记 知 道 有 nn 宇 1 使 得 mm"S 
(a),m" "1 中 (a). 于 是 有 2EMm"!,b 竺 (a), 令 x=a/bEK(K 为 
RR 的 商 域 ), 则 x-! 千 RR( 因 xz 1ER3b=-x-iaE€(a))， 由 如 的 整 
闭 性 可 知 z 在 及 上 上 不整， 从 而 zm 和 守 m( 因 车 zmSm, 则 mm 
为 忠实 RLz ”Jj- 模 , 并且 mm 为 有 限 生 成 已 - 模 , 从而 由 引 理 1 的 
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(4) 推 得 x-! 在 卫 上 整 )， 但 是 zim 一 对 m 全 有， 从 而 只 能 x7 


m= 二 RR， 即 mm 一 (7x), 

(3) 沪 (4); 设 m= (wz), 则 -向 量 空间 m/m? 由 未 生成 。 从 
而 dim.(m/m?) 友 1。 但 是 dimx(mym2) =0 拓 mm= mm:。 而 右边 
与 注 记 (B) 矛盾 .因此 dim,(m/m?)=1, 

(4) 仿 (5), 设 a 是 五 的 非 零 真 理想 。 由 注 记 (A) 知 道 有 mw>>1 
使 得 a 二 m*。 但 是 BR]m* 为 局 部 环 , 唯 一 极 大 理想 是 mm, 并 且 m"= 
(0)。 由 $4.3 中 的 引 理 27 可 知 BR/m" 为 Artin 局 部 环 。 又 由 于 
dim;(m/m)<dim,(m/m?)==1, 根据 第 四 章 引 理 28 的 证 明 可 
知 a 为 m 之 短 ， 从 而 a 为 m 之 需 ， 

(5) 之 (6), 由 注 记 (B) 知道 mssm2, 从 而 有 xyEm 一 m2， 由 假 
没 (z)=mr, 这 只 可 能 7=1, 从 而 mn 二 (z)。 从 而 每 个 理想 均 为 
m* 二 (w*)( 对 某 个 之 0)， 

(6) 沪 (1) ;显然 m=(x)， 由 注 (B) 知 (z') 六 (x*11)。 从 而 对 
每 个 0 六 a ER, 均 有 队 一 的 k, 使 得 (4a) 二 (x*) .定义 >(a) 一 R , 然 
后 对 于 a/5E K*(K 为 BR 的 商 域 ,a,2ER), 定 义 v(a/b)==v(a) 一 
»(5)， 直 接 验 证 如 此 定义 了 函数 vy:K*->Z, 并 且 v» 是 K 的 离散 赋 
值 ,而 RR 二 {xEKIv(x) 宇 0}, | 


例 6 现在 我 们 重新 考查 例 1 到 例 4 给 出 的 赋值 环 . 对 于 任 
意 域 及 ,定义 vy:K" 一 2 为 取 值 恒 为 0 的 雇 数 , 而»(0)= 二 十 % .可 
直接 验证 这 是 域 玉 的 离散 赋值 (通常 称 作 是 域 玉 的 平凡 峰值)， 而 
天 是 羽 对 此 离散 赋值 的 离散 赋值 环 ， 这 就 表明 每 个 域 均 为 离散 赋 
值 环 . 

考查 有 理 数 域 Q 如 果 0 半 nE2Z,n 二 土 p'R%', 其 中 2 为 固定 
的 素数 ,而 (pp,n ) 一 1. 我 们 定义 vy, (RnR) =。 而 对 0 六 a/ 了 EQ, a， 
bEZ ,定义 vi(a/20) 二 5»,(q) 一 »,(50)， 直 接 验 证 v; 是 域 Q 的 离散 
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ys(a) 宇 0}， 这 就 表明 Zoo 是 离散 赋值 环 ， > 通常 称 作 是 p-adic 
指数 赋值 ， 它 是 代数 数论 中 经 常 使 用 的 工具 ， 

设 有 为 域 ,f(x) 是 [Lzj 中 不 可 约 多 项 式 .。 由 于 AR[zj 是 主 理 
想 整 环 ， 从 而 有 [zj 中 每 个 多 项 式 均 可 写成 g(x) 二 (x) (x)， 


{>0;(h, 了 ) =1。 定义 vi(g(s))=t， 而 vw( 如 后 )=v(8)- 


g(x) 
vA(g )， 则 »; 为 有 理 尔 数 域 有 (xX) 的 离散 峰值， 并 且 RLz]c， 是 
对 应 的 离 收 赋值 环 . 


对 于 形式 宪 级 数 环 R[[z]], 以 (C(x)) 表示 它 的 商 域 ， 我 们 
知道 ,1(z)- aot az+ +anza (ERI[z]]) 为 有 CCz]] 中 
单位 所 >coss0。 于 是 k[[x]] 中 非 零 元 素 均 可 唯一 表 成 fCz) 
2 fo(z), foCr) 为 RE 中 单位 ， 定 又 ?zfz)) = 上 然后 将 
> 扩充 到 域 EC(z)) 之 上 ， 即 知 思 是 RCCz)) 的 离散 赋值 。 而 
&[[x]] 是 对 应 的 离散 赋值 环 . 

最 后 我 们 考虑 例 4 中 的 赋值 环 玉 = | ]*[[x#z]]。 可 直接 验 


Lo 


证 它 的 唯一 极 大 理想 为 m={f(w)E RI 了 Cs) 常数 项 为 0}。 它 是 
由 集合 {X "1n 之 1} 或 者 集合 (7? 17 为 素数 } 生 成 的 理想 ， 这 不 是 
主 理想 。 从 而 由 引 理 9 可 知 有 不 是 离散 赋值 环 . 


例 7 以 引 理 9 为 背景 ,现在 我 们 构 作 一 个 不 是 离散 赋值 环 
的 一 维 Noether 局 部 整 环 。 我 们 在 引 理 6 的 后 面 给 出 例子 R=Z 
[LY 5 J, 它 是 一 维 Noether 整 环 , 考 目 忆 的 理想 p=(2,1+ V5 ). 由 
于 BR/P 只 有 两 个 元 素 0 和 1 从 而 p 为 的 极 大 理想 ,而 Rp 为 一 
维 Noether 局 部 整 环 ， 但 是 Rp 不整 闭 ,因为 和 Rp 的 商 域 均 为 


二 次 域 QLY 51, 而 QT ] 中 元 素 言 (1+ YE) 在 Ro 上 整 ( 方 
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(TVB) 为 了 (zw) wz 一 5 一 1 的 根 )， 由 二 (1+ V5) 千 Rp 
从 而 ,不整 闭 ， 于 是 由 引 理 9 知 Bs 不 是 离散 赋值 环 . 
习 是 


1. 直接 验证 例 2 到 例 4 均 是 赋值 环 。 

2. 设 4 为 域 KK 的 子 环 ,4 为 4 在 下 中 的 整 闭 包 , 求 证 4= 几 {天 的 
赋值 环 B | B 三 4}. 

3. 设 为 赋值 环 但 不 为 域 ， 求 证 ;BR 为 离散 赋值 环 志 沪 RR 为 Noether 
环 ， 

4. 设 五 为 局 部 整 环 且 不 为 域 ， 吾 的 唯一 极 大 理想 mm 是 主 理 想 ,并 且 
Nm"=(0)， 求 证 及 是 离散 赋值 环 . 

” 5. 设 五 为 成 ,2 为 任意 代数 封闭 域 ， 定 义 集合 

三 ={ (4,f) 14 为 KK 的 子 环 ，f 4 一 人 为 环 同 态 }。 
在 区 上 定义 关系 

(A,f) (4,1 和 >4E4 并 8 fF ,=f. 

(1) 求证 (2, 三 ) 是 部 分 序 集 合 ， 并 且 (2, 委 ) 至 少 有 一 个 极 大 元 . 

(2) 设 (B,g) 为 (了 , 委 ) 的 一 个 极 大 元 , 则 B 为 局 部 环 , 并 且 m= 
Kerg 是 它 的 唯一 极 大 理想 

(3) 对 于 每 个 0 三 a € 五 , 则 或 者 mm[o]j 壮 刀 [aa], 或 者 mfa- 匡 六 
Bfa™!]. 

(4) B 为 域 下 的 赋值 环 .。 [提示 ;对 0 三 aEK。 如果 [Ca] 二 B(a)， 
我 们 证 aE B; 由 假设 m[a] 包含 在 环 B'= BLa] 的 某 个 极 大 理想 m' 之 中 。 
证 明 m' 中 B=m。 由 包含 映射 诱导 出 域 的 单 同 态 有 = B/m -> k'=B'/m’, 并 
有 旦 有 = 二 ki] 证明 &'/R 为 域 的 有 限 扩张 。 由 于 m=Kerg, 从 gE:B 一 0 
诱导 出 域 的 单间 术 8:h=B/m -> 人 8。 然后 又 扩充 成 域 的 单 同 术 8:k'> 
2。 它 与 日 然 同 态 B' 一 RR'=B'/m” 合 成 出 g':B' 一 9。 验证 g’1B=g. 
于是 由 (i,g) 的 极 大 性 推 知 B=B’ 即 aEB. 类 伺 地 由 m [a-'] 硬 
Bla™] 得 到 aT'EB, 由 (3) 即 知 B 为 KK 的 赋值 环 ，] 

6. 设 呈 为 司 水 , 则 ;为 赋值 环 艺 沪 BR 为 局 部 环 并 且 RBR 的 每 个 有 限 上 生 
成 理想 均 是 主 理想 。 
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$ 5.5 Dedekind 整 环 


现在 谈 本 章 的 主题 ， 

定义 ”一 维 Noether 整 闭 整 环 岂 作 是 Dedekind 整 环 . 

换 名 话说 ,一 个 整 环 是 Dedekind 整 坏 ， 是 指 它 满足 三 
个 条 件 ， 

(1) dimR=1; 即 〖 不 是 域 并 且 非 零 素 理想 均 是 极 大 理想 ， 

(2) 有 B 在 它 的 商 域 K 中 整 闭 ; 

(3) 及 为 Noether 环 ， 
这 三 个 条 件 都 是 不 可 缺少 的 ， 例 如 ， 

例 1 我 们 在 上 一 节 中 给 出 的 及 =Z [VY 5 ] 是 一 维 Noether 


整 环 ,但 不 整 闭 〈 二 (1+W5) 在 且 上 整 但 不 属于 R). 


例 2 对 于 任意 域 上 ,号 二 R[x1, wx2] 为 Noether 整 环 (Hil- 
bert 基 定 理 )。， 由 于 有 [Lxi,732j 为 唯一 因子 分 解 整 环 ,从 而 是 整 闭 
整 环 ， 但 是 有 长 为 2 的 素 理 想 链 0C (zh C (xiyz)。 从 而 
dim 环 关 2 (事实 上 我 们 在 第 七 章 将 证 明 dim 如 = 2 ). 

例 3 上 一 节 中 给 出 的 赋值 环 刁 = Uk[[s"]] 为 整 闭 局 
部 整 环 ，B 中 每 个 元 素 均 可 唯一 地 表达 成 f(x) 二 x*fo(7x), 其 中 
a 为 非 负 有 理 数 , 而 fo(zx)EU(BR) ( 即 fo(x) 的 常数 项 不 为 0) . 
如 果 我 们 定义 2?:: BB 一 Q ,vz( 了 用 ) 二 a， 可知 B 的 唯一 极 大 理想 即 
为 mm={fz)E 玉 | 人 (三 0 ， 对 瑟 中 每 个 真理 想 a， 均 有 
naSm。 如 果 a 志 m, 则 必 存 在 正 实数 a, 使 得 a={f(z) € Rly, 
(有 )a} 或 者 a 二 {f(zx)ERIv,( 了 )>a}。 这 样 的 a 显然 不 是 素 
理想 .因此 m 是 8 中 唯一 的 非 零 素 理 想 .， 于 是 dim B= 二 1。 但 
是 及 不 为 Noether 环 ,因为 m 不 是 有 限 生成 理想 . 


本 节 中 我 们 首先 讲 Dedekind 整 环 的 一 些 重 要 性 质 和 刻画 
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Dedekind 整 环 的 各 种 方式 ,然后 给 出 Dedekind 整 环 上 有 限 生 成 
模 的 结构 和 分 类 ,最 后 讲 一 个 重要 的 定理 (定理 11) 和 类 和 群 问 
题 ， 
先 谈 第 一 个 问题 ， 通 过 前 两 节 的 准备 工作 ,我 们 首先 得 到 如 
下 的 结 水 ， 
定理 4 设 为 一 维 Noether 整 环 , 则 下 列 三 条 件 彼此 等 
价 ， 
(1) 已 为 Dedekind 整 环 ; 
(2) 情 中 准 素 理 想 均 为 素 理 想 的 项 
(3) 对 于 每 个 (0) 六 PESpechR ,Rp 均 为 离散 赋值 环 . 
证 明 (1) 志 入 (3)， 在 定理 4 的 假定 之 下 , 则 
(1)<> 整 闭 寺 沪 对 每 个 (0) 妆 Pp E SpecR, Rp 整 闭 ( 引 理 
4 ) 
<>(3)(5[ 理 9 ,因为 Rp 为 一 维 Noether 局 部 整 环 ). 
(3)<>(2) :类 似 地 我 们 有 
(3)< 一 > 对 每 个 (0) 记 pE SpecR, Rp 中 非 零 理想 均 为 PRp 之 
各 (3| 理 9) 
<-> 对 每 个 (0) 六 PE SpecR ,BR 中 p- 难 素 理想 均 为 p 之 大 
< 和 >(02)，} 
注 记 ”由 于 引 理 9 ,我 们 还 可 以 在 定理 4 中 再 加 上 一 些 等 价 
的 条 件 ,如 
(4) 对 于 每 个 (0) 六 PESpecR,PRp 为 Rp 的 主 理想 ， 
(5) 对 于 每 个 (0) 六 PESpecR, dim; (m/m?)=1(m=pRp, 
=- Rp/m) 等 等 ， 


由 引 理 6 ,一 维 Noether 整 环 中 每 个 非 零 理想 均 可 唯一 地 表 
成 有 限 个 准 素 理想 之 积 。 而 由 定理 4 我 们 又 知道 在 Dedekind 整 
环 RB 中 ,每 个 ?- 准 素 理想 4 均 有 形式 P". 考虑 及 和 Rp 中 理想 


» 153。 


ed oe de a He ti RE AP 


之 对 应 关系 ,可 知 当 22 时 ,二 六 于 是 我 们 得 到 Dedekind 
整 环 中 一 个 非常 重要 的 性 质 ， 

系 1 在 Dedekind 整 环 中 , 每 个 非 零 理想 〈 不 计 因 子 次 序 ) 
均 可 唯一 地 表示 成 有 限 个 素 理 想 之 积 . | 


从 现在 起 ,我 们 谈 Dedekind 整 环 五 中 的 理想 均 指 非 零 理 
想 . 以 TJ。(B) 表示 总 中 ( 非 零 ) 理想 全 体 对 理想 乘法 组 成 的 
半 群 . 系 1 表明, 它 是 以 SpecR 一 10} 为 基 的 自由 交换 么 半 群 ， 妈 
元 素 为 理想 (1) = 有， 熟知 这 样 的 半 群 中 是 有 消去 律 的 ,也 就 是 
说 我 们 有 

系 2 设 a,b,¢ 为 Dedekind 整 坏 中 中 的 理想 ， 如 果 ac 一 
bc , 则 a=b. 用 


具有 消去 律 的 交换 么 半 群 以 均 可 扩充 成 交换 群 G, 使 得 G 
中 元 素 均 可 表 成 杂 中 两 个 元 素 之 商 ， 其 作法 和 整 环 扩充 成 商 域 
的 过 程 是 一 样 的 .但 是 对 于 目前 我 们 =To(E) 这 一 具体 铺 
形 ,G 中 元 素 不 仅 为 形式 化 的 等 价 类 a/b (a, 5E 及)， 还 可 以 同 
以 更 具体 的 意义 ,这 就 是 所 谓 分 式 理想 概念 这 个 概念 对 于 任 
何 整 环 ER 都 是 可 以 定义 的 ， 

定义 设 甩 为 任意 整 环 ,K 是 它 的 商 域 . 设 人 是 BR- 模 K 
的 鼠 - 子 模 , 及 六 (0), 并 且 存 在 元 素 0 六 a EB 使 得 a 作 生 ER， 我 
们 便 称 开 是 五 的 一 个 分 式 理想 . 换 旬 话说， 的 分 式 理 想 寻 
是 商 域 K 中 的 一 个 非 零 集合 ,有 M 为 R- 模 ,并 且 MM 中 全 体 元 素 下 
成 ER 中 两 个 元 素 之 商 时 可 以 有 一 个 “公分 母 "4a。 这 时 ，a424 为 
R 的 RR- 子 模 , 从 而 4 以 就 是 六 的 理想 . 

例 4 已 中 每 个 理想 a 均 是 召 的 分 式 理想 ， 因 为 可 取 4= 
1， 今后 为 明确 起 见 ,中 的 理想 称 作 是 整理 想 , 以 别 于 更 一 般 的 
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和 -mr 站 一 下 i 1” + 一 - 二 A : 
克 了 对 于 每 个 泡 革 0，a -EBD 为 如 的 个 并 


想 ， 因 为 aR 显然 是 - 模 ， 并 且 若 = 万 ,a， DER,bA0, 则 25 就 


是 QB 的 一 个 公分 迁 ,5'aR==aBR 叶 BR。 我 们 称 这 种 分 式 理想 (a) 
一 QR (03a€E€ KK) 为 由 a 生成 的 主 分 式 理想 .。 当 0 六 a ER 时 ， 
(a) 即 是 主 整 理想 . 
例 6 更 一 般 地 ,K 的 每 个 有 限 生 成 刁 - 子 模 好 均 是 分 式 理 
想 ， 因 为 若 久 =Ral-…+Ra,03Xa; EK (1 i<n), 以 Lb 
表示 Q1,… ,4 的 一 个 公分 母 (如 取 5 为 a1,…,ar 的 分 母 之 积 )， 
baER (TRICN), 从 而 DM=Rbai+ + Roa; 守 RR， 肥 过 
来 ,如 有 打 如是 Noether 整 环 , 则 如 的 每 个 分 式 理 想 术 也 必然 是 K 
的 有 了 恬 生 成 刁 子 模 。 因 为 若 8 玫 三 尼 (0sDER)， 则 2 是 五 的 
整理 想 . 当 玲 为 Noether 环 上 时 ,5WY 是 有 限 生 成 的 , 即 2.K 一 中 ai 二 
十 Ra，(a;ER)， 于 是 村 = 二 Ray/b+… 十 Ras/b, 即 是 KK 的 
有 限 生 成 B- 子 模 。 所 以 在 忆 为 Noether 整 环 的 时 候 , “RR 的 分 式 
理想 和 “天 的 有 限 生成 及- 子 模 ” 这 两 个 慨 念 是 一 致 的 . 


现在 仍 设 己 臣 任 意 的 整 环 , 开 为 它 的 商 域 ， 任 意 两 个 肪 - 模 
通 第 万 不 能 定义 乘法 的 。， 但 起 如 果 玉 和 NN 是 的 两 个 RR- 子 
模 ， 由 于 和 入 为 K 的 子 集合 而 域 中 有 乘法 , 我 们 可 以 定 
浆 并 入 的 于 积 为 


MN= {Emmn|meEnM neN, IT 
i=1 
不 准 验证 了 YN 仍 是 EK 的 R- 子 模 . 如 果 履 和 NN 是 忆 的 分 式 理 
想 , 则 MN 也 是 五 的 分 式 理想 (车 a 和 分 别 为 性 和 VW 的 公 
分 母 , 则 ap 为 WA 的 公分 屋 )， 从 而 , 若 以 T(R) 表示 全 体 五 的 


分 式 理想 组 成 的 集合 , 则 7(R) 对 于 上 述 定义 的 乘法 形成 交换 之 
半 群 , 么 元 素 为 〈1) 一 玉 ， 
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什么 是 么 半 群 (RR 中 的 单位 即 乘 法 可 道 元素 )? 

定义 天 的 瑟 - 子 模 区 叫 作 是 可 道理 想 ,是 指 存 在 KK 的 BR- 
子 模 入 ,使 得 MN = 有 RE 

注 记 。 (1) 如 果 妈 是 可 族 理 想 , 则 满足 玖 六 = 已 的 天 中 的 
R- 子 模 入 当然 也 站 可 这 理想 ,并 且 由 于 

NE(R:M)=(R:M)R=(R: MM NERN=N. 


从 而 久 二 (BB: 用)， 换 句 话 说 ,如 果 MM 是 可 逆 理 想 , 则 YX 是 唯一 
决定 的 。 我 们 称 入 为 用 的 逆 , 记 为 N=M!. 于 是 人 = 
(BR:M). 

(2) 可 逆 理 想 型 必然 是 及 -分 式 理想 .因为 由 代入 ==R 可 


知 存 在 XEM,y,EN (1 和 ;和 0) 使 得 1 = Cry, 从 而 对 
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每 个 “EM， T= (yw)r, yrEMN=R, 于 是 以 是 由 
i=1 


%1,… ,Yn 生成 的 召 - 模 .由 例 6 所 述 可 知 下 是 马 的 分 式 理想 . 

《3) 回 到 原来 的 问题 , 我 们 现在 可 以 说 , MY 是 半 群 1(R) 中 
的 可 逆 元 所 > 对 是 可 道理 想 。 从 而 ,T(R) 为 群 亏 沪 每 个 情 的 
分 式 理想 均 是 可 逆 理 想 ， 我 们 下 一 个 目标 是 要 证 明 , 这 又 恰好 等 
价 十 二 是 Dedekind 整 环 ! 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 首先 证 明 尽 的 
分 式 理想 的 可 逆 性 是 局 部 性 质 ,然后 再 利用 局 部 结果 . 


引 理 10 设 M 为 整 环 玉 的 分 式 理想 , 则 下 列 三 条 件 彼此 等 
价 ， 

(1) 大 为 可 逆 理 想 ， 

(2) 衣 为 有 限 生成 五 - 模 , 并 且 对 每 个 (0) 六 Pp ESpec 叶 ,分 
式 模 开 p 均 可 逆 (注意 ; 和 Lp 是 的 情 p- 子 模 , 而 Rp 为 整 环 )， 

(3) 及 为 有 限 生成 鼠 - 模 ,并 且 对 每 个 (0) 关 mE Max R， 
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Mn 均 可 逆 . 

证 明 (1) 沪 (2) ;由 前 面 注 记 (2) 知 可 逆 理 想 凡 是 有 限 生 
成 五 - 模 。 并 且 开 ( 有 :2) = 下 、 作 用 民 好 的 局 部 化 算 子 ,得 到 
Mp(Rp: Mp) 王 Rp。， 从 而 Mp 作为 Rp- 模 是 可 逆 的 ， 

(2) 沪 (3): 显 然 成 立 ， 

(3) 沪 (1);: 令 a= 及 (及 :了 肛 ), 这 是 如 的 整理 想 . 根据 假设 ， 
对 每 个 (0) 计 mE MaxR， 均 有 Bn 二 人 mm(Rm: Mm) 二 am，〈 这 
里 用 到 了 M 为 有 限 生 成 ER- 模 ,从 而 型 mn 为 有 限 生 成 妊 m- 模 .) 
从 而 a 不 包含 在 任何 极 大 理想 之 中 ( 因 若 aoSm， 则 am 为 站 nm 
的 真理 想 )， 于 是 a= 忆 , 即 尼 = HH(BE: 凡 )。 这 表明 肛 是 可 逆 理 
想 , 有 


引 理 10 把 问题 归结 为 局 部 情形 ,而 对 局 部 情形 恰好 有 ; 

引 理 11 设 为 局 部 整 环 , 则 ， 的 每 个 分 式 理想 均 可 逆 
> 为 离散 赋值 环 . 

证 明志 ;我 们 在 引 理 8 的 证 明 中 给 出 离散 赋值 环 的 良好 
结构 , 它 的 极 大 理想 是 主 理想 m= (x) ,并 且 至 中 每 个 整理 想 均 有 
形式 (x') (7>0). 设 对 为 五 的 分 式 理想 , 则 有 0 了 闫 aE 使 
得 a MM 为 整理 想 . 令 aM=(zD)， 则 (a) 玉 =(z7。 从 而 (az-7) 
就 是 W 之 逆 。 即 的 分 式 理想 均 可 逆 . 

祖 , 由 于 有 的 整理 想 均 为 分 式 理想 .由 假设 它们 均 可 逆 , 从 而 
是 有 限 生成 的 .于 是 是 Noether 局 部 整 环 . 根 据 § 4.3 的 引 理 27， 
Noether 局 部 环 R 有 两 种 情形 , m" 一 (0) 是 不 可 能 的 (因为 是 整 
环 ) ,因此 有 RDmm? 了 D…m" 沪 ,…. 邻 m"= [|m", 这 是 B 


二 0 
的 理想 并 且 mm”=m”( 显 然 mm"Cm”"， 反之 阁 x Em”, 则 对 每 
个 n 宇 0,(z) 守 m"， 由 于 m 可 族人 队 而 mi(z) 三 m”!。， 于 是 m7 
(zr) 三 m”, 即 (Zz) 己 m:m"。， 从 而 m" 守 mm:m"*)。， 由 中 山 引 理 可 知 


。 ID7。 


mm 二 《0) .于 站 对 站 中 每 个 理想 ae 关 (0)， 必 有 % 全 1 使 得 na 本 mn"， 
acm"” 1。 于 是 am7-e7bD 芋 m，am- DC 有， 这 就 表明 a. 
mo 一天， 于 是 na=ms .从 而 瑟 中 每 个 非 震 理 想 均 可 写成 n 
之 各， 于 是 dim R=1。 再 由 引 理 9 即 知 五 是 离 族 赋值 环 .| 


回 到 整体 上 来 我 们 就 得 到 

定理 5 设 五 为 整 环 ， 则 号 为 Dedekind 整 环 生 之 忌 的 每 
个 分 式 理 想 均 可 逆 . 

证 明 沪 . 若 及 为 BR 的 分 式 理想 , 则 对 每 个 (0) 六 PESpec 用 ， 
衣 p 是 Bp 的 分 式 理想 .Rp 为 离散 赋值 环 (定理 4)， 从 而 Mp 可 道 
(5| 理 11) .又 因为 为 Noetner 环 ,可 知 如 是 有 限 生 成 8- 模 ， 于 
是 由 2| 理 10 即 知 好 为 可 逆 的 ， 

千 : 尽 的 整理 想 均 可 逆 , 从 而 均 是 有 限 生 成 的 ,这 表明 已 为 
Noether 贡 环 。 对 于 每 个 (0) 六 PESpecR， 令 6 为 Ry 的 非 零 整 
理想 , 则 a==b 介 ER 是 有 瑟 中 可 族 理 想 . 由 引 理 10 知 0-== ap 为 Rp 中 
可 蓝 理 想 ， 于 是 有 Rp 为 离散 赋值 环 ( 引 理 11, 注意 , Rp 的 每 个 非 零 
整理 想 均 可 道 , 则 每 个 分 式 理想 也 必 可 逆 )， 最 后 ,由 于 pRBp 是 Rp 
中 的 唯一 非 零 到 理想, 从 而 R 的 每 个 非 零 素 理 想 都 不 会 包含 在 另 
一 个 素 理 想 之 中 .因此 dim R=1， 再 由 定理 4 即 知 R 为 Dede- 
kind 整 环 . 二 

由 定理 5 和 引 理 10 之 前 的 注 记 (3) ,立刻 得 到 ， 

系 1 设 忆 为 整 环 , 则 :; 忆 为 Dedekind 整 环 人 二 沪 BR 的 分 式 理 
想 集合 1(B) 为 乘法 群 . | 

系 2 设 刁 为 整 环 , 则 :已 为 Dedekind 整 环 >R 的 每 个 非 
零 整 理想 均 可 让 成 有 限 个 素 理 想 之 积 ， 

证 明 沪 ， 出 定理 4 的 系 1. 

所 ;根据 系 1 我 们 上 只 需 证 骸 五 的 每 个 非 零 素 班 想 p 均 可 逆 . 
设 0~<c EP, 则 (ce)SSP， 将 理想 Ce) 表 成 束 理 想 乘 积 则 (ec) 二 PI*… 
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pxSh. 从 而 有 茶 个 il1iR) 使 得 P. 亿 PpP。 由 于 (c) 可 道 , 因此 
Pp; 也 可 弄 。 我 们 只 需 再 证 可 逆 素 理想 p; 必 为 极 大 理想 ,因为 这 时 
由 PD; 三 p 推 得 3, 二 了 ,于 是 了 为 可 逆 理想 ,从 而 证 得 系 2. 

现在 证 明 可 逆 素 理想 np 必 为 极 大 理 想 , 如 果 了 ;不 是 极 大 理 
想 , 则 有 极 大 理想 nm 使 得 mDDPp， 取 aEm--P。 则 P+ Ra 和 
b,+ Ra’ 都 是 BR 的 真理 想 。 从 而 有 素 理 想 分 解 式 ， 

Pit+ Ra~P:...P,, b+ 玉 a2 一 QQ (1) 

在 整 环 BR/P; 中 ,它们 变 成 :(4)= Pi:…P;,(4)?=Q1.''Q,， 其 
中 情 ;,Q; 为 R/P,; 中 的 素 理 想 ， 由 于 主 理想 (a ) 和 (a?) 可 逆 , 从 
而 尸 ,,Q， 也 研 刁 /3; 的 可 道理 想 ， 并 且 忆 2 = QO,, 
不 妨 设 已 ; 是 集合 {Pi， … ,了 ,} 中 的 极 小 元 。 由 于 已 ;三 Q…. 
Q,， 从 而 已 三 Q,( 对 某 个 力 , 同样 有 4, 忆 BP, (对 某 个 让 于 是 
PISS0Q,DP,, 但 是 由 P, 的 极 小 性 可 知 Pl=P.,, 从 而 Pl=Q,. 
由 于 Pi 是 可 逆 理 想 , 在 PL?. 一 Qi …Q， 式 两 边 乘 以 已 ;-: 
之 后 , 便 去 掉 一 个 素 因 子 ， 如 此 继续 下 去 , 我 们 便 可 证 得 %=2m， 
并 且 适 当 改 变 @， 的 下 标 , 可 使 得 P=Q2_1= Ql1<i<m)., 加 | 
到 下 中 便 有 P=Q 1 二 Q2;。 于 是 由 (1) 式 得 到 P+ Ra?= 
(PD 十 a) ,从 而 DChPi+ Ra 二 (Pp;+ Ra)?p2+ Ra。， 由 此 推 得 
pi 二 Pi 十 Pia(P; 忆 和 二 Pia 显然 ， 反 之 对 5EPp, 则 5Ep?+ Ra， 于 
研 b= 二 8 二 Ta, SEPDi,7TER， 于 是 ra=b 一 sEp,. 由 于 a4 午 p,,; 从 
而 7Y€EP。 于 是 5EP?+pa。， 即 P,P?+p.9)。， 这 就 是 说 了 .= 二 p， 
(Pi 十 Ra)。 但 是 PP; 可 逆 , 从 而 =p,+ RaSm， 这 就 导致 蔬 
盾 . 于 是 p; 必 为 极 大 理想 ， 因 而 也 就 完成 了 系 2 的 证 明 . 

定义 ” 设 4a 和 6b 是 环 RB 的 两 个 非 零 理想 。 如 果 有 RB 的 理想 
5 使 得 ac =b, 则 称 a 整除 b, 并 表示 成 alb， 

系 3 设 丸 是 Dedekind 整 环 ， 非 零 整理 想 a 和 6b 的 于 理 

Q 一 也 ms ， 8 =-hi5 -hh 6， 


。 IT59。 


其 中 DP 是 两 两 不 同 的 案 理 想 ,a;, PB; 宇 0( 这 里 我 们 允许 a 
或 8; 为 0, 是 为 Ta 和 6b 的 分 解 式 在 形式 上 出 现 同 样 的 PP,*………， 
pb.)。 则 

(1) ab 和 >ziOCTsSzsS)< ba. 


(2) a+ b= | pw,e, afNb= T Epes. 
一 上 i 二 ] 


(3) 每 个 分 式 理想 型 均 可 唯一 表 成 两 个 互 类 的 整理 想 之 商 ， 
即 开 =ab La 和 bb 为 整理 想 并 且 a+b= 有 BR. 

《4) 每 个 分 式 理 想 均 可 唯一 地 写成 

有 一 Di5 hb“ 

其 中 bl … ,为 两 两 不 同 的 束 理 想 ,ai ……,a: 为 非 零 整数 ， 

(5) T(ER)( 分 式 理想 群 ) 是 以 Spec 已 一 10} 为 基 的 自由 交换 
群 ， 

证 明 (1) 设 ajb, 由 定义 可 知 有 整 理想 tc 使 得 at 一 bp。， 设 
c 二 1 0, 为 c 的 素 理 想 分 解 式 ， 则 pi Ps2917 9,"' 二 
bi pb。 从 而 由 素 理 想 分 解 式 的 唯一 性 可 知 191，……… ,9 三 
(pih 令 c=Ppi bo>>0)， 则 as<ai+ao= 一 O， 
(1 和 ;入 8S)， 从 而 bSa。 反之 大 bSa,， 则 ba Saa- 三 尺 ， 因 此 
ba 一 (为 忆 的 整理 想 ， 由 于 ac=aa 2 一 b。 从 而 al|5， 

(2) a+b 是 可 以 整除 a 和 ob 的 最 小 理想 。 a 站 mb 是 可 以 被 a 


和 b 整除 的 最 天 理想 .利用 (1) 即 知 ] 95 和 | | pe 月 ,) 
i=1 i=1 
分 别 满足 这 两 个 性 质 . 

(3) 设 开 为 RR 的 分 式 理想 , 则 有 0 六 a ER, 合 (a) 人 =a 
为 的 整理 想 ， 令 (a)+a’==c, (4a) 一 cb,a/ 二 ta。 则 由 (2) 可 知 
a 和 b 是 互 素 的 整理 想 , 并 且 cb = ca， 从 而 于 二 ab~!。 如 果 又 
有 以 =a’b'!, 其 中 4’ 和 0 是 互 素 的 整理 想 . 令 a= Ep“', a’= 


i=1 
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Lr’, o= Tr.’ ey (ai，ai ,Bi;, 6B‘ >0)， 则 &; 十 
t=1 i 二 1 t=1 


p=a’i+ pi,min(ai, Bi)=min(a’;, B’)=0. 由 这 些 条 件 可 知 
ac ,pi=p (1<i<n), a=a’,b=b., 

(4) 将 (3) 中 的 整理 想 a 和 5 展 成 素 理 想 乘积 即 得 (4) 中 展 
开 式 , 它 的 唯一 性 是 由 于 a 和 bb 的 唯一 性 ; (4) 中 正 指数 a; 对 应 
的 素 理想 之 积 为 4 , 负 指 数 对 应 的 素 理 想 之 积 为 b. 

(5) 由 (4) 直 接 得 出 . 1 


最 后 我 们 对 于 Dedekind 整 环 再 给 一 个 模 论 的 刻画 . 

定理 6 设 RE 为 整 环 , 则 下 列 三 条 件 彼此 等 价 ， 

(1) BR 为 Dedekind 牧 环 ， 

(2) 唔 的 每 个 整理 想 均 为 投射 肪 - 模 ， 

(3) 五 的 每 个 分 式 理想 均 为 投射 五 - 模 . 

证 明 《2) 所 之 (3) 是 显然 的 ,因为 对 每 个 分 式 理想 开 , 有 0 半 
a EB 使 得 ea 开 为 整理 想 ， 而 4a 玉 和 有 形 作 为 吾 - 模 是 同 构 的 . 

(1)< 拓 之 (3): 根据 定理 5, 我 们 只 需 证 明 ， 分 式 理想 村 可 道 
> 为 投射 五 - 模 . 

设 及 可 诞 , 则 到 玖 一 一 玉 ， 由 于 开 是 有 限 生 成 五 - 模 , 令 
有 一 RD+。 十 及 RD bEK(K 为 BR 的 商 域 ， 则 有 a.EM-! 


(1<1 2%)， 使 得 1= yi ab,. 设 了 = 二 Rel 四 ,外 Re 为 自由 BR- 
i=1 


模 , 则 有 唯一 的 - 模 祷 同 态 f :了 一 人 ,使 得 f (ei)=b,(1<i<n). 
本 是 有 - 模 短 正 合 序列 0>Kerf>F>M—0,， 定义 CI 一 下 ， 
&(c) 一 Caiel 十 十 Canes(cEM). 这 是 BR- 模 同 态 ， 并 且 对 每 
个 cEWM 均 有 fg(c) 二 ff (caelt+***+canen)=c(AQ1b1 二 :十 
Qn0w) 二 Cc， 从 而 fg = 二 1x. 这 表明 上 述 短 正 合 序列 是 分 裂 的 .于 是 
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a pm 


了 衬 入 Ker 出 于 二 为 吕 宙 志 - 模 下 的 直 和 有 成分， 从 而 了 为 
投射 且 - 模 . 
友之 , 设 分 式 理想 到 为 投射 BR- 模 ， 取 六 ={5;|7EJ) 为 了 

模 及 的 任意 一 组 生成 元 (例如 取 半 = 用 本身)， 固 定 一 个 元 素 
boE€EX. 令 了 = DD Re;, fj :了 了 一半 为 B- 模 满 同 态 ， 使 得 j (e;) 一 
b;,(7) EJ). 则 有 五- - 模 短 正 合 序列 0->Ker fs PS M0 由 于 寻 
是 投射 RR- 模 ,从 而 此 短 正 合 序列 是 分 裂 的 .因此 有 -和 模 同 态 
8 :MM 一 了 ,使 得 fg 二 1x. 对 于 每 个 了 EV, 令 2p;: 了 为 到 第 
J 坐标 分 量 的 投影 ， 即 p;( 2 Te 二 mr。 又 令 9,==p;8 :MR， 


c;=9,(00)， 则 对 每 个 cE Ji 均 有 
coji 一 0 (00) 一 0 (DCc) 一 D00 (0). 
(由 4 为 妊 - 簿 问 态 易 知 对 短 个 caE 天 ，YE 玫 均 有 604cz) = 
al002)，) 从 而 
cle,/bo0) =cc,/bo0= 000, (ec)/bo 
=0,(c ER ()ET). 
因此 c,/bo E(BR: 有 及)。 于 是 对 每 个 cE MY， 
g(c)= > 0,(c)e;= 2 cc,/bo)e, 


EJ i 
其 中 J 了 1 二 43 EJ10,;(c) 妆 0} 是 有 限 集 合 ， 从 而 
c=fg(c)=e (c;/b0)b,, 1= 2, (ce,/b0)2,. 


5 和 vi jE 
由 于 Cc,/P0E(R:WH), 从 而 RWCR: MM), 而 二 M(BR:MM ) 是 显 
然 成 立 的 。 于 是 MI(R: 了 对)=B. 这 就 表明 MM 是 可 逆 的 .上 
系 ”每 个 主 理想 整 环 均 是 Dedekind 整 环 . 
证 明 主 理 想 整 环 及 的 每 个 整理 想 均 是 无 捏 肿 - 模 ,， 从 而 为 
自由 错 ( 见 $2.5)， 因 此 是 投射 模 .。 于 是 由 定理 6 知 它 是 Dede- 
kind 整 环 , © 《该 系 也 可 由 Dedekind 整 环 定 义 直 接 证 明 ，) 
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为 了 得 到 更 多 的 Dedekind 整 环 ,下 一 个 定理 是 重要 的 . 

定理 7 设 灵 是 Dedekind 整 环 ,四 为 尽 的 商 域 。 吾 / 环 为 
域 的 有 限 扩 张 ( 即 域 妃 是 域 及 上 有 限 维 摧 量 空间 )， DD 为 有 在 
B 中 的 整 闭 包 , 则 D 是 Dedekind 整 环 ， 

证 明 这 个 定理 的 证 明 需 要 域 论 的 某 些 知识 ， 

(1) 先 设 五 /已 是 下 次 可 分 扩张 ， 令 2 为 百 的 代数 闲 包 
(将 对 如 代 数 的 全 部 元 素 添 加 到 如 上 而 成 的 域 )， 所 亩 五 是 了 
的 可 分 扩张 ,是 指 存 在 着 % 个 不 同 的 嵌入 ( 即 域 的 单 同 态 )o;: 一 > 
2(1<i<R), 使 得 对 每 个 4€ 了 了 均 有 oi(4)==a(1 志 i 人 <n)。， 每 个 
有 限 可 分 扩张 至/ 至 均 是 单 扩张 , 即 存 在 aE 如, 使 得 如 = 了 (a). 
因为 存在 7EB 使 得 raE D， 并 且 了 (a) 二 了 (ra), 所 以 一 开始 
我 们 不 妨 假定 a€ D。 这 时 oi(a)E 8B(1<i<n) 是 7 个 不 同 的 元 
素 ( 因 为 o;(1i<n) 两 两 不 同 ). 如 果 了 (zx)EFIz] 是 a 在 域 f 
上 的 极 小 多 项 式 ， 则 了 (x) =z*+aiz"!i+ ，… +as==]1(: 一 
oi(a))， 即 o,(a) 均 是 f(x) 的 根 ， 从 而 0; (c) 均 在 已 上 整 ， 而 
xin 为 Ci(c)I 和 和 夫 2) 的 初等 对 称 琢 数 , 从 而 也 在 有 上 整 ， 
但 是 aiE 了 并且 已 整 闭 , 从 而 a,ER(l1<i<n), 有 即 f (x)E€ERLx]. 

我 们 还 知道 ,1,4,a?,，…:，,a” 是 五 - 阿 量 空间 也 的 一 组 基 ， 
从 而 五 中 元 素 上 唯一 地 表 成 ?=co+ ci 十 十 col 1 CE 三， 
于 是 ci(7) 一 co+cioi(a) 十 十 cioi(a)” 1 ， 从 而 


N(7)= co)， T(y)= Bo.(y) 
i=1 t=l 


均 是 o1(a),…*,0,(Q) 的 对 称 多 项 式 (系数 属于 了 ), 因 此 是 4a1,，……， 
an 的 多 项 式 ( 系 数 属 于 了 )， 于 是 入 (y), 7T(y)ER.“ 我们 称 
和 N(y) 和 TC(Y) 分 别 是 五 中 元 素 » 的 范 和 迹 ， 不 难看 出 ， 

(A) yi,v2EB, 则 NGIP2) = NYDN(P2), TPi+ 2) = 
T(YD +T(Y2). 


* 163， 


本 外 TE : 


(B3) 着 ?ED, 则 入 (vy),T(y) ER.( 这 是 因为 ; 车 XYED, 即 
7 在 及 上 整 , 则 co,(») 均 在 五 上 整 , 从 而 NC(Y),7T(y) 也 在 RR 上 
整 ， 但 是 入 (py),T(Y) EF ,而 五 整 闭 , 从 而 N(Y),T(y)ER,) 
有 了 以 上 这 些 准 备 , 现在 来 证 明 DD 为 Dedekind 环 .首先 ， 

对 五 中 元 素 z=co+cia+…… 十 cn-ian lcE 五 )， 我 们 有 
T (va) = To mat’) (0 7 <n m1), (= | 


i 二 0 
注意 7T(a™’)ER， 考 虑 方 阵 


(T (a ti’) ) oc ?KR 一 


训 下 


aia) ieee oa) 


[ ee 

1 On,(a) ”” “On(a)"™! 

由 于 ci(a) 两 两 不 同 ,右边 方 阵 的 行列 式 为 Vandemond 行列 式 ， 
从 而 不 为 0。 于 是 令 左 边 阵 的 行列 式 为 4, 则 0 入 4 ER， 而 将 (*) 
看 成 是 以 c;(0 志 i<n 一 1) 为 变量 的 线性 方程 组 , 即 解 出 为 


n—1 


Ci 一 QI1>》 dT(za’), Qi 总 (0 委 ! 委 即 一 1)， 


;=1 
如 果 YE 忆 ， 由 ra’€D, 从 而 T(xa’)}ER, 从 而 Dalia, 
由 于 石 为 Noether 环 , DD 为 有 限 生成 R- 模 d-!R 的 有 R- 子 模 ， 从 而 
DD 也 为 有 限 生 成 R- 模 . 于 是 万 为 Noether 环 ， 

其 次 , 设 9 为 DD 中 非 零 素 理想 ， 了 到 0 关 7E9, 则 f(z)== (x 一 
ri(r))…:(z 一 or))ERLz] 从 而 oa(r)….os(r)=- 全 人 -- 


oi(7) 四 
全 Sm EF (这 里 我 们 令 01 为 恒 等 嵌 入 )。 又 因 02 (r)，，…，an 


(7) 艾 在 上 整 ,于 是 02(7)*…'on(7)ED， 从 而 NG) Er7DSq., 
令 P=9 人 B&B, 则 了 是 的 非 零 素 理想 (因为 0 人 NN(7)Eqf1 有 B= 
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p)。 由 于 已 为 Dedekind 环 , 从 而 了 为 的 极 大 理想 、 因 为 RS 
D 是 环 的 整 性 扩张 , 从 而 9 也 为 九 的 极 大 理想 ， 于 是 dim D=1.， 

最 后 , 召 中 元 素 均 可 写成 cyr， a€D,7rE€BRSD, 因此 是 
D 的 商 域 , 而 姊 为 下 在 加 中 的 整 闭 包 ， 从 而 是 整 闭 整 环 ， 综 合 
于 述 , 即 知 刀 是 Dedekind 整 环 . 

(2) 设 如 /了 为 纯 不 可 分 的 有 限 扩 张 ,并 且 吾 关 三 , 这 时 三 的 
特征 为 素数 p， 并 且 有 gp'(1 宇 1)，, 使 得 召 三 F， 仍 以 8 表示 
的 代数 闭 包 。， 则 Fif:={vE0Q1lvwE8} 是 妃 的 扩 域 ， BR!1/'= 
{2EQIv CR 为 Fi 的 子 环 ,并 有 昌 DSRIR, 吻 知 :Flii:-yF， 
vz>v" 为 域 的 同 构 , 并 且 f 在 8''* 上 的 限制 给 出 环 的 同 构 RBR1' 尘 
如， 于 是 i! 也 是 Dedekind 整 环 ， 

现在 为 证 是 Dedekind 整 环 ， 只 需 证 D 的 每 个 整 理想 a 均 
可 逆 。 将 aa 扩充 成 Br 中 的 理想 a = BW?a (如 图 所 示 )， 


2 
| 
Fy RUs @a/ 
| | 
万 D a 
| | 

F BR 
由 于 五 2 为 Dedekind 整 环 ， 从 而 有 如 人? 的 分 式 理想 b ， 使 得 
ab 一 玉 0 由 于 a=aRU7 pb’'BR1i=p', 从 而 有 a.E€a, b'E€pb’， 


使 得 1 ~= > a.b1, 
i=1 
从 而 1 二 a861? 一 5 qc, 其 中 c=a!-'b!'Ea!-!ip*Cp/. 
t=-】] 1 一 


男 一 方面 ,b:"€E 了 ,a,E .于 是 c,EB(Nb' 二 6,b 是 DD 的 分 式 理想 . 


* 165* 


从 而 由 1 一 民 weoaiEa， ciEb 可 知 ob 二 D， 但 是 abS Ban 


E=D. 于 是 ab= PP。 这 就 表明 a 为 可 道理 想 . 即 轧 为 Dedekind 
整 环 ， 

(3) 最 后 , 对 于 任意 的 有 限 扩 张 吾 /了 ,熟知 存在 中 间 域 31， 
FMSGE ,使 得 典 /F 为 可 分 扩张 而 召 /MM 为 纯 不 可 分 扩张 . 令 
S 为 玉 在 必 中 的 整 闪 包 ， 则 在 五 中 的 整 闭 包 即 是 五 在 五 中 的 整 
闭 包 DDD， 由 (1) 知 5 为 Dedekind 整 环 , 再 由 (2) 即 知 力 为 Dede- 
kind 整 环 .这 就 完全 证 明了 定理 7. 

注 记 ”这 个 定理 对 于 代数 数论 和 代数 几何 (代数 函数 论 ) 是 很 
基本 的 .这 是 因为 ， 

\ 我 们 知道 ,Z 是 Dedekind 整 环 (定理 6 的 系 )。 设 天 是 Q 
的 有 限 次 扩 域 0x 是 Z 在 K 中 的 整 闭 包 , 则 由 定理 7 可 知 Or 是 
Dedekind 整 环 . 通常 称 尺 为 代数 数 域 而 Ox 为 域 扩 的 整数 环 ， 这 
是 代数 数论 的 一 个 主要 研究 对 象 ( 详 见 第 六 章 ). 

(I 设 有 为 域 , 则 REz] 为 主 理想 整 环 ， 从 而 为 Dedekind 整 
环 . 它 的 商 域 为 有 理 函 数 域 RCZz)。 设 天 /R(Cz) 为 有 限 次 代数 扩 
张 ,Ox 为 RLzj] 在 下 中 的 整 闭 包 ,由 定理 7 知道 Or 为 Dedekind 
整 环 ， 通 常 称 这 里 的 并 为 单 变 量 的 代数 国 数 域 ， 它 是 代数 几何 中 
茶 个 代数 曲线 的 有 理 国 数 域 ( 详 见 第 六 章 ),， 而 对 Dedekind 整 环 
Oz 的 分 析 则 与 研究 代数 曲线 的 覆盖 和 分 歧 性 有 直接 联系 ， 


现在 我 们 谈 第 二 个 题目 ,Dedekind 整 环 上 有 限 生 成 模 的 结构 
和 分 类 问题 。 我 们 在 § 2.6 中 给 出 主 理想 整 环 上 这 个 问题 的 完整 
结果 :在 Dedekind 整 环 上 我 们 也 有 非常 类 似 的 完整 结论 . 
引 理 12 设 娠 是 Dedekind 整 环 ,M 为 有 限 生 成 无 扭 - 模 . 
则 | 
(1) 愉 同 构 于 某 个 ' 的 卫 - 子 模 , 
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(2) 杂 作 为 尺 - 模 同 构 于 玉 中 有 限 个 整理 想 的 直 和 ， 

(3) 用 是 投射 五 - 模 . 

证 明 (1) 设 及 = Rw 十 …" + Ru,, 不 妨 设 从 (0), 人 wu *， 
Ws} 为 {Wi ,4U;} 的 一 个 极 大 五- 线性 无 关子 集合 , 则 自由 瑟 - 模 
N= 情 W1 外 … 田 Ru, 为 MM 的 子 模 。 另 一 方面 ,对 于 每 个 j 宇 1， 
(werssWis""* ,Ws}》 均 是 慷 - 线 性 相关 的 。 从 而 有 不 全 为 0 的 d;€ 
忆 使 得 Qj 十! 十 ds 十 druUst; 二 0。 由 于 U1,，…* ,Ws 线性 无 
闫 可知 ds4; 记 0, 并 且 doyyWst;= 二 一 (dU 十 "二 deus)EN。， 令 
d=ds+"*d, 六 0, 则 dMSN，, 但 是 我 们 有 RB- 模 同 构 MSSdM， 
zdv ,而 dM 三 N ,从 而 民 同 构 于 自由 模 入 的 子 模 ,N 衬 BR*. 

(2) 由 (1) 知 用 为 某 个 自由 及- 模 Rwl 甸 … 名 Rw, 的 子 模 . 
当 s =1 时 ,到 同 构 于 忌 的 玉 - 子 模 , 即 M 同 构 于 忍 的 某 个 理想 现 
设 命题 对 三 s 一 1 均 成 立 , 令 5=Rui 甸 … 甸 Rus_1, 这 是 Rul 
中 … 名 RU, 的 子 模 .考虑 如 - 模 同 态 p: M 一 R, Prielt 十 十 7ses| 
二 7,。 则 a 二 Pp(MH) 为 的 理想 ，N =Ker 7 为 8 的 子 模 . 并 且 有 
尼 - 模 短 正 合 序列 0 一 一 M 一 a->0 .由 于 a 是 投射 且 - 模 ,从 而 取 
幸 入 @Ba， 而 由 归纳 假设 ,S( 宇 B'-!) 的 子 模 入 同 构 于 有 限 个 理想 
的 直 和 ,从 而 以 宇 Na 也 是 如 此 ， 

(3) 根据 (2), 我 们 有 瑟 - 模 同 构 用 衬 a, 鳃 … 多 ,qi 均 为 有 
的 理想 ,从 而 a; 均 是 投射 万 - 模 . 干 是 M 也 是 投射 - 模 . | 

由 此 可 证 明 与 主 理想 整 环 情形 完 侈 一样 的 一 个 结果 : 

定理 8 设 有 是 Dedekind 整 环 , 用 为 有 限 生成 R- 模 ,T(M) 
为 到 的 捏 子 模 , 则 存在 下 的 无 扭 子 模 对 /使 得 MM=T(M)@@M'. 

证 明 我们 有 情 - 模 短 正 合 序列 0>T(M)-> MM/T(M) 
六 0， 而 如/T(M ) 是 无 扭 的 ,从 而 由 引 理 12 知 用/T( 必 ) 为 投射 
R- 模 。 于 是 这 个 短 正 合 序 列 是 分 裂 的 。 从 而 T(MM) 是 性 的 真 和 
成 分 .有 即 存在 必 的 子 模 于 /使 得 守 =T( 导 )@M'， 而 人 ' 守 
MT( 2) ,从 而 好 /是 于 的 无 扭 子 模 。| 


。 JI67。 


EE 


注 记 ”并 不 是 唯一 决定 的 ， 但 是 奋 又 有 夏 = 人 到) 昌 有 至? 
则 4 和 懈 “ 同 构 . 


定理 8 将 问题 化 为 扭 模 和 无 扭 模 两 种 情形 ， 先 谈 无 扭 模 的 情 
形 .在 主 理想 整 环 上 的 有 限 生 成 无 扭 模 均 是 自由 模 . 而 在 引 理 12 中 
我 们 证 明了 ,Dedekind 整 环 上 的 有 限 生成 无 扭 模 是 丸 中 有 限 个 理 
想 的 直 和 。 但 这 还 不 是 最 后 结果 ,为 了 给 出 进一步 的 结构 和 分 类 ， 
我 们 需要 下 面 引 理 . 

5| 理 13 设 a,as 是 Dedekind 整 环 丸 的 两 个 非 零 理 想 , 则 有 
五 - 模 同 构 4a1, 四 aa 兰 天 四 aia，. 

证 明 3 引 | 理 13 的 证 明 依赖 于 一 个 技术 性 的 结果 :我们 证 明 存 
在 4a1 Ea1,a2E a2,b1Ea1!1,0;Eaz1, 使 得 a151+ ap 一 1。 方 法 是 : 
任 取 0 六 gz€ 92, 则 a2a3' 守 9sa31 二 及 ,从 而 aza3! 为 有 的 整理 想 。 如 
洒 a203 三 已 , 则 有 5sEaz! 使 得 a 二 1 于 是 取 a 二 5 二 0 即 有 
G101 十 4203 一 1 如 果 asa5z 兰 已 , 则 cza3 是 尽 的 非 堆 真理 想 ， 从 而 
a202 二 Pp! ,其 中 pi,，… ,PD 为 的 两 两 不 同 的 素 理 想 ,a; 宇 1. 
取 c ,Eap Pipil pp 一 G1p PCT<i 委 和， 则 ciail 均 为 
娘 的 又 理想 ,并 且 

ciaT 守 P;( 当 i 和 7 村 )，eia7T! 生 Pp 《1 和 ;去 全 ， 
令 &1 王 c1+… 十 04; 则 由 以 上 两 式 可 知 c1a7! 千 Pp;(1<i<t)。， 由 于 
ci€Eq(l<i<D) ,从 而 a1 Ea1, 即 a1q7! 是 整理 想 ， 注 意 4z031 的 素 
理想 因子 P.(1<i<< 引 均 不 是 a197! 的 因子 。 从 而 aza;! 和 a1a7T! 是 互 
素 的 整理 想 . 因此 ciail+ azail 一 尽 。 这 就 表明 存在 三 Eail 和 
bs€ a3 使 得 a1b1 + aaz02? 一 1。 
现在 作 映 射 : 
:0 中 aa 一 尼 中 aia2， f zeoz=Copo 人 ( 7 
2 41 


一 (D1%1 十 bzw%2, 0142 一 Ca2Yd1)， 
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G1 Qav 
2 ) 

一 (G1Y1 一 pzyayG2y1 士 DiIY2)， 
f 和 8 均 是 -~- 模 同 态 , 并 且 可 直接 验证 它们 互 逆 。 从 而 有 肪 - 模 
间 构 las 宇 R@aay, § 


g:ROu—>a Das, g (yy2) = (Yi,Y2) (_ 


定理 9 无 扭 模 情 形 ) 设 五 为 Dedekind 整 环 ,下 为 的 商 
域 ，a;,b, 是 BR 的 非 零 理想 , 则 下 列 两 条 件 等 价 ， 

(1) ai 四 四 关 0 四 …. 四 b。( 卫 - 模 同 构 )， 

(2) n=m 并 且 存 在 0 大 a EK ,使 得 01 9, = (a)bi:…b. 
证 明 根据 引 理 13 我 们 有 BB 模 同 构 aB…@Ba, 一 
R"-1@Ba,bOD Db, = BRB" IOPDb, 其 中 0 一 0 os bp 一 bb 

(2) 之 (1) ;如果 %=m, 并 且 a=(a)p, 则 有 五- 模 同 构 4= 
(a)b 宇 5p， 于 是 BR"*-'@Ba BR"-1@b， 

(1) 沪 (2) ,假设 R"-1@Ba 守 Rm"-1@B6， 令 S= 情 一 {0}， 对 于 
的 每 个 非 零 理想 c, engssG， 从 而 Sr-lc= 玉 。 于 是 
5S-1(R"-IBa) 二 K",S-1(R"-1@60) 二 K"。， 这 就 得 出 n=m， 于 
是 有 情 - 模 同 构 BR"-!@Ba 宇 R*-1@86， 设 其 互 逆 的 好 - 模 同 构 为 
f:R" i@BasR"1i@b 和 g:R"-1@BbR"-1@a， 转 到 对 乘法 集 
S 二 忆 一 {0} 的 分 式 模 上 之 后 , 便 有 -向 量 空间 同 构 了:K"-1@BK 
SK"-OK 和 gE:K"IOBKSK"IOBK. 其 中 和 g 分 别 是 f 和 
闫 的 限制 映射 ,并 且 了 和 g 互 逆 . 令 珀 和 G 分 别 是 了 和 的 变换 方 
阵 。 则 对 每 个 a€ 9, 我们 有 

1 0 和 0 如 


01 .006 yi yl 1 DOl 
站 F= se 
0 0 “0" 1 4 yp 1 "Yn nl b, 7 
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共和 GEbGTsi<2) yo EER. 两 则 取 行 列 式 可 知 a:(det7')€b， 
于 生 (detF) asSb。 同 样 地 有 (detC)bSa。 但 是 det FP.det GG 
det(F G)= 二 det(7,) 二 1。 从 而 aSS(det G)b,; 肥 a=(det G)jb， 取 
a=detG, 则 OaE EK,Mma=(a)pb,. B 


现在 谈 扭 模 情 形 。 首先 需 要 一 个 有 趣 的 引 理 . 

5| 理 14 只 有 有 限 个 素 理想 的 Dedekind 整 环 RR 必 为 主 理 
想 整 环 ， 

证 明 ” 设 P……,p, 为 妨 的 全 部 非 零 素 理想 . 对 中 的 每 个 整 
理想 a. 不 妨 设 a 六 (0),(1)， 则 a 二 pi…pe" (ai 过 0)。 取 
0i 和 npbli'… Pi Pr Pap bs < 2)，Q 一 CI 十 十 0 
可 象 引 理 13 的 证 明 中 一 样 证 得 aa™!= 有 R。 于 是 a 二 (gq)， 即 及 为 
主 理想 整 环 . 

定理 10 ( 扭 模 情 形 ) 设 有 为 Dedekind 整 环 ,到 是 有 限 生 
成 的 扭 五 - 横 , 入 交 (0)， 则 

(1) 存在 天 的 弃 个 理想 0j, 妖 关 全 0? 宇 过 as(0)， 使 得 
村 衬 /aD… 听 /a (- 模 同 构 ). 

(2) 双 和 an 是 由 歼 所 唯一 决定 的 ， 

证 明 (1) 设 及 = 有 Rwi 十 … 十 了 wu,(n 之 1) .由 于 %; 均 为 扭 元 


素 ,从 而 Ann(xi) 关 (0). 于 是 Ann(2) = [| Ann(wi) 妆 (0). 又 因 
i=1 

为 用 六 (0), 从 而 Ann( 用 ) 为 的 真理 想 , 令 {pi,… ,Pp,) 为 Ann( 作 ) 

的 爹 部 素 理想 因子 , 则 7 之 1. 令 S=R 一 【jrt;= [1 (RB 一 Pp), 这 
i=1 


一 1 
征 尼 的 乘法 集 ， 于 是 玉 inS= 杂 (1 委 ; 委 7) 而 对 每 个 其 他 的 非 零 
于 理想 P,P 站 5S 闪 名，( 由 于 P,P ,PD; 是 两 两 王 泰 的 ,由 中 国 剩 
余 定 理 可 知 存在 XE 使 得 + 二 0(mod Pp),Xx 二 1(mod 9,)(1<<i< 
7), 于 是 CPNNS.) 因 此 分 式 环 及 ,= 二 S71R 中 只 有 有 限 多 非 零 素 
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理想 p.Re(li 亿 7) 但 是 及 也 Dedekind 整 环 , 从 而 由 引 理 
14 相知 Rs 是 主 理想 歼 环 , 而 MSTIM-- Rut "1 foe, 
是 有 限 生成 的 扭 吾 ,- 模 。 利用 主 理想 整 环 上 的 结 采 , 即 知 
MR /DDBR/b,, Robb bn TO0), 
Ann(MNs)=bnb; 均 为 已 s 的 理想 . 对 于 每 个 元 素 4 EE 六, (4) 与 
Ann( 及) 互 素 。 从 而 a 为 R/Ann( 肝 ) 中 的 单位 .所 以 及 - 模 同 
构 (R/Ann(MH))s 宇 /Ann(M). 于 是 又 有 忌 - 模 同 构 
MM/(Ann(M)) MEMOA(R/Ann(M,)) 
MOA(R/Ann(M))s SE MOROR(BR/Ann( M))) 
MOR)IOAR/AnnN(M)) SM RR/Ann( M)). 
记 @; 二 0 站 RR, 这 是 情 的 理想 , 并且 RQ1 刁 42 司 宇 4 站 
(0), (qi)s =b;.Ann(M)=(Ann( Ms))’=b% =an. 于 是 又 有 BR- 
模 同 构 
R/a 守 (RR/a)/Ann( M):(R/a)ER/aOr R/Ann(M) 
(R/OBa(R/Ann(M))SR/bOaR/Ann( M). 


HW MM Ba BR/Ann( NM))=( @ Rs/b: )®a(R/Ann(M)) 


= @® (Rs/b@aB/Ann( M)) = © R/a. 

(2)m 由 Ms。 决定 ,从 而 由 M 和 Ann( WM) 决定 ,于 是 仅 由 了 
决定 ， 另 一 方面 , b1,… ,ba 也 是 由 Ms 决定 的 , 从 而 % 一 bm 
(1<isr) 也 是 由 五 - 模 妈 所 决定 的 . 

定理 9 和 定理 10 完整 地 解决 了 Dedekind 整 环 上 有 限 生成 
模 的 结构 和 分 类 问题 . 


最 后 谈 谈 Dedekind 整 环 的 类 群 问题 .我 们 已 经 证 明了 ， 主 
理想 整 环 均 是 Dedekind 整 环 . 下 面 例子 表明 反 过 来 不 必 成 立 . 

例 7 考虑 域 瑟 =Q(Y 一 5)。 设 @ 是 它 的 代数 闭 包 . 则 ci: 
Q (Y 一 5)~>2(G=12) 是 两 个 不 同 的 戏 入 ,其 中 ci 为 恒 等 戏 入 ， 
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而 os(a+ BV 一 5)=a 一 pv 一 5(a,BEQ). Q(V 一 5)/Q 是 二 
次 扩张 、 根据 定理 7 可 知 Z 在 Q(yY 一 5) 中 的 整 闭 包 Or 是 De- 
dekind 整 环 .我 们 现在 决定 Or: 的 元 素 均 可 唯一 地 浅 成 & 二 
By 一 5,a,BEQ, 它 的 范 和 迹 分 别 为 sz+562 和 2 a. 如 果 a+pB 
VV 一 5 EO0:, 则 a?+5B2? 和 2a 均 属 于 Z， 由 数论 知识 可 知 a， 

BEZ. 反之 , 若 a,6EZ, 则 a+ BV 一 5 是 首 一 多 项 式 z2 一 2 az 
+caz+582-=0 的 根 ， 从 而 <c+BY 一 5E Or， 这 就 证 明 Ox=={a+ 
pyv—5la,8EZ}=Z[LY—5]. 于 是 ZLyY -5] 为 Dedekind 整 
环 ,但 它 不 是 主 理想 整 环 ， 比 如 (2,1+Y 一 5) 就 不 是 主 理想 。 因 
车 (2,1 二 六 一 5)= 二 (gg+by 一 5),a,b5EZ, 则 有 c,dE2Z 使 得 2= 
(a+b yy 一 5) (c+ady 一 5), 取 范 则 4= (2+582) (ec?+5 qd?). 

这 只 可 能 a 二 土 2,5= 二 0。 从 而 (2,1+ 5) 二 (2) 但 这 是 不 可 能 
的 ， 因为 1+V5#(2). 总 之 , ZL[YV 一 5] 为 Dedekind 整 环 但 
不 是 主 理想 整 环 ， 


这 就 使 我 们 产生 了 一 个 问题 ; 何 时 一 个 Dedekind 整 环 是 主 
理想 整 环 ? 或 者 更 一 般 地 ,如 果 Dedekind 整 环 不 是 主 理想 整 环 ， 
如 何 来 衡量 它 与 主 理想 整 环 相差 的 程度 ? 这 就 是 所 谓 “ 理 想 类 群 ” 
的 概念 . 

我 们 知道 ,对 于 每 个 Dedekind 整 环 ER,B 的 全 部 分 式 理 想 形 
成 乘法 群 T(ER)。 不 难看 出 ,其 中 主 分 式 理想 形成 它 的 一 个 子 群 
P(R)((a)(B)=(ap), (oa) =(a ')), MM 作 是 EB 的 主 分 式 理想 
群 。 它们 都 是 交换 群 ,其 商 群 C(E) 二 (有 BR)/P(B) 岂 作 是 忆 的 理 
想 类 群 ， 每 个 分 式 理想 a 在 C(B) 中 的 象 , 叫 作 是 a 所 在 的 理想 
类 . 于 是 两 个 分 式 理想 a 和 b 属于 同一 个 理想 类 , 当 且 仅 当 它们 相 
差 一 个 主 分 式 理 想 , 即 存在 0XaEK (K 为 RE 的 商 域 ) ,使 得 a= 
(a)b。 特别 地 ， 
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C (为 一 元 群 千 字 太 下 ) 一 已 (已 ) 生字 下 的 每 个 分 式 理想 均 
是 主 分 式 理 想 拓 人 下 的 每 个 整理 想 均 是 主 理 想 拓 -> 瑟 为 主 理想 整 
环 

于 是 ,CGI) 的 大 小 可 以 用 来 衡量 Dedekind 整 环 怀 与 主 理想 
整 环 相距 程度 ， 代数 数论 的 一 个 重要 结果 是 ， 如 果 天 是 代数 数 域 
(如 天 为 Q 的 有 限 次 扩张 )，Ox 是 玉 的 (代数 ) 料 数 环 (有 即 Z 在 K 中 
的 整 闭 包 ), 则 Dedekind 整 环 Ox 的 理想 类 群 C(Ox) 必 是 有 限 交 
换 群 ， 记 h(K) 为 有 限 群 C(Ox) 的 阶 数 , 称 作 是 代数 数 域 天 (或 者 
Or) 的 理想 类 数 . 对 于 类 群 C(Ozr) 和 类 数 hh(K) 的 研究 ,是 代数 数 
论 中 心 议 题 之 一 ， 

我 们 说 过 ，Gauss 和 Kummer 等 人 对 于 环 中 元 素 分 解 问 题 感 
兴趣 ， 比 如 ,Gauss 研究 过 环 Z[LY 一 1]， 他 证 明了 这 个 环 中 也 象 
整数 环 之 那样 ,每 个 元 素 唯 一 地 分 解 成 有 限 个 "素数 "的 乘积 有 具 
有 这 类 性 质 的 环 恕 是 我 们 在 近世 代数 中 学 过 的 唯一 因子 分 解 整 
环 . Kummer 于 1847 年 证明 了 著名 的 Fermat 猜想 ,就 是 他 假 
定 了 代数 煞 域 五 的 整数 环 Or 均 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 但 这 是 不 
对 的 。 然 而 Kummer 引进 了 “理想 ?这 一 重要 概念 。 我 们 在 第 六 
章 还 要 提 到 这 段 往事 ， 现 在 的 问题 是 , 何 时 一 个 Dedekind 整 环 
是 唯一 因子 分 解 整 环 ? 

如 末 Dedekind 整 环 玉 的 理想 类 数 为 1， 则 号 为 主 理想 整 环 ， 
从 而 瑟 也 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 因为 我 们 在 近世 代数 中 学 过 ， 每 
个 主 理想 整 环 必然 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 一 般 来 说 ， 唯 一 因子 分 
解 整 环 不 必 是 主 理 想 整 环 ( 比 如 环 kLx ,yj， 其 中 天 为 域 就 是 这 样 
的 例子 )。 可 是 ,我 们 现在 要 证 明 ,如 果 五 已 假定 是 Dedekind 整 
环 , 那 末 如 果 情 又 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 它 就 一 定 是 主 理想 整 环 ， 
换 句 话说 ,对 于 Dedekind 整 环 于, 理想 类 数 为 1 也 是 瑟 成 为 唯一 
因子 分 解 整 环 的 充 要 条 件 . 

定理 11 如 外 尽 为 Dedekind 整 环 ， 并 且 又 是 唯一 因子 分 解 
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整 环 , 则 号 是 主 理想 整 环 ， 
证 明 设 a 为 及 的 非 零 理 粗 ,a= Ra 十 .… 十 Ras。。 由 于 a 可 


道 ;: 从 而 1 >》 aiDiDiEG a ISK(K 为 的 商 上 域 ). 令 b;=¢,/d,, 
i=1 


ci dR,(Ci,di)=1( 注 意 ; 唯一 因子 分 解 整 环 中 存在 者 元 素 整 
除 性 ,最 大 的 因子 (co dg0 积 最 小 公 倍 元 [cd 这 些 概念 ). 由 于 
(ci/di):a,€Ea aa 三 下 而 (cd)=1) 因 此 oila;(1si 7 魏 2)。， 记 
4 一 Lo do 则 diociC1sJs2)。 从 面 aE(C9) (1<Jj<n)， 
即 a 守 (d)， 力 一 方面 ， 


d=d. Yja(ci/di)= YD awc(d/di)€Ea 
并 i 二] 


(因为 a: Ea,ci,d/diE€ BR), 从 而 (4d)Sa。 于 是 4=(d)， 即 忆 是 
主 理想 整 环 , 上 


习 题 
(以 下 中 为 Dedekind 整 环 ,KK 是 D 的 商 域 ) 
1. 设 a,6 为 五 的 分 式 理 想 。 如 果 ba- 为 整理 想 , 则 称 a 整除 6, 并 表示 成 
ajb。 求 证 
(1)alb€->aSb., 
(2) 设 a 二 Pr!…ps',p 二 pf1.po ,其 中 ,…… ,Pp 为 D 中 不 同 的 非 零 素 
理想 ,a,,P;EZ， 则 a16->a 所 Bb,(1<i<s). 
2. 设 4,6 为 D 的 两 个 分 式 理想 。 求 证 (a 十 68) (a 人 间 8)=ab。 
3， 设 (0) 关 PESpecD ,0 为 分 式 理想 ， 求 证 
(1) 存 在 唯一 的 整数 使 得 p"la,p"+*!44a。( 后 者 表示 Pp”"* 不 整除 a)， 记 
这 个 为 vp(a)， 
(2)"p(a+b)= min(?Yp(a), rp(b)), 
rpCafb)=max(rp(a),"p(b)), 
yp(ab) 一 Pa) 十 2p(Cb)。 
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(3)a= TI PpP?Ca) (有 限 彻 积 )， 
(0)sS:PpESpecDD 


4. 设 万 为 Dedekind 整 环 , S 为 万 的 滋 法 集 ,0 科 人、 如 果 @- 忆 不 是 夏 ， 
则 SS- 万 电 是 Dedekind 吾 环 。 

5. (1) 证 明代 数 数 域 天 =Q( 10) 的 代数 整数 环 为 Dr 二 ZLV 10]. 

(2) 证 明 ZL[ 10] 不 是 主 理想 整 环 。 


6. 证 明 Q0/ 二 3) 的 代数 整数 环 为 Z| 沁 (1+VV 二 3) | 


7. 求证 DD 的 每 个 分 式 理想 均 可 了 唯一 地 表示 成 两 个 互 素 整理 想 之 商 ， 

8. 设 瑟 为 整 环 ， 求 证; R 是 Dedekind 整 环 人 之 玉 为 Noether 整 用 整 环 
并 且 对 至 的 每 个 非 零 理想 a, 尽 ]a 均 是 Artin 环 。 

9. 设 a 为 有 的 非 零 整理 想 ,求证 D/a 为 主 理想 环 。 

10， 求 证 万 的 每 个 分 式 理想 均 可 由 两 个 元 素 生 成 。 

11. 《中 国 剩余 定 理 ) 设 na …,a 为 万 中 的 整 蛙 想 ，a ancED. 
求证 方程 组 

YE=ai(moda) (1<?<n) 

在 D 中 有 解 的 充 直 条件 是 ;对 每 组 i, j(1 亿 i<j 和 7n) ,qa, 三 4,(moda; 十 a,;), 
[提示 :证明 D- 模 序列 D 驴 旬 Dj/a 罗 . 电 。 Da 二 ao) 是 正 合 的 ,其 中 
pla)=(ata, GT 二 Tan) (a€ED) 

去 (ai 十 Ga 十 Qu) 一 (ai 一 4 十 (ai 二 0))icicycn 。] 

12. 设 a 和 5 分 别 是 万 的 分 式 理想 和 整理 想 。 求 证 存在 0 夭 aE 天 ,使 得 
aa+b=D, 

13. 设 歼 为 有 限 生 成 扭 忆 - 模 。 

(1) 对 也 的 每 个 非 零 素 理 想 p, 求 证 Mp 二 4? EM 存在 % 之 0 使 得 p"z 王 (0)} 
是 的 DD- 子 模 。 并 且 若 PP' 为 D 的 力 一 非 零 素 理 想 , Pp' 尖 Pp, 则 Mp 门人 Yp'== 
(0)., 

(2) 求 证 肛 唯 一 地 表示 成 有 限 直 和 ,MM 二 中 人 Mp 

(O28ESpecD 

14, 设 请 为 整 环 ,五 为 RR 的 商 域 ，a 和 6 为 的 分 式 理想, 了 :a->b 是 忆 - 模 
问 坊 。 求 证 存在 cE 下 舍得 f(a)=ca( 对 每 个 aE a)。 于 是 了 或 为 赤 问 态 焉 为 
单 同 态 , 特 别 地 ,a 三 5( 五 - 模 同 构 ) 志 沪 存 在 0 了 cE 大 使 往 0 王 cb， 


a 1 a , a 


15. 令 天 =Q (Vz 一 1 )，0 4 为 Q[x]j 在 域 玉 中 的 整 六 包 ，. 
(1) 试 决定 Ox， 并 证 明 Or 是 Dedekind 整 环 . 
《2) 将 Ox 中 理想 (z 一 2)Ox 分 解 成 素 理想 之 积 
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第 六 章 ”代数 答 和 代数 整数 环 


为 了 避免 使 读者 陷 人 空 泛 的 概念 之 中 ， 我 们 在 这 一 异 里 介绍 
交换 代数 的 背景 性 材料 ， 即 介绍 代数 几何 与 代数 数论 的 初步 知 
识 ， 这 里 的 介绍 是 粗 张 的 ， 对 茶 些 较 这 和 的 内 容 我 们 只 作 了 某 些 
描述 性 的 论述 ， 详 细 而 充分 的 讨论 则 属于 代数 几何 和 代数 数论 专 
门 范围 ， 我们 的 目的 主要 是 试图 通过 这 些 基本 材料 使 大 家 了解 
到 ,交换 代数 这 门 学 科 起 源 于 代数 几何 与 代数 数论 的 研究 ,并 为 这 
两 门 学 科 的 深化 提供 了 有 效 的 工具 ， 从 而 极 大 地 促进 了 这 两 门 学 
科 的 发 展 . 


$ 6.1 代数 集合 与 代数 禾 


先 谈 代数 几何 。 设 为 域 ,了 (Wi, Van) ERLzi， ,Tn (1 
si 和 名 )。 代 数 几 何 的 最 基本 问题 是 研究 代数 方程 组 
让 (zt oa) 一 0 (1<i<m) (1) 
在 域 & 中 解 的 性 质 ， 如果 f 均 是 一 次 多 项 式 ， 这 就 是 线性 方程 
组 ， 我 们 有 相当 完整 的 解 域 上 线性 方程 组 的 理论 一 一 线性 代数 ， 
当 fi; 的 次 数 大 于 1 时 ,研究 代数 方程 组 (1) 的 解 (如 解 的 存在 性 ， 
如 何 刻画 全 部 解 ， 如 何 将 解 集合 作 适 当 分 类 等 ) 是 很 不 简单 的 问 
题 ， 例 如 考虑 方程 入 十 入 一 1 (2 为 大 于 2 的 自然 数 ,这 是 平面 上 
一 条 代数 曲线 )， 在 实数 域 上 我 们 不 难 把 它 的 全 部 实数 解 用 参数 
表达 出 来 。 但 是 在 有 理 数 域 Q 上 考虑 时 ， 著 名 的 Fermat 猜想 是 
说 ;此 方程 没有 有 理解 (x,y), 使 得 xy 六 0。 这 个 问题 至 今 没 有 完 
爹 解 决 ， 对 于 多 于 一 个 方程 的 方程 组 ， 则 难度 就 更 大 .在 代数 几 
何 的 早期 研究 中 更 多 地 借助 于 几何 直观 ,主要 研究 n 二 3 的 情形 . 
司 时 .由 于 没有 一 般 性 方法 和 工具 ,结果 也 下 要 是 涉及 个 别 方程 或 
相当 特殊 的 方程 组 ， 自 从 Noether 的 理想 准 素 分 解 埋 论 和 局 部 化 
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方法 产生 以 后 : 代 芍 儿 何 的 许多 问题 可 以 叙述 竺 更 为 明确 ,同时 也 
导致 许多 系统 和 深刻 的 结 灯 ， 现 在 我 们 来 展示 代数 几何 古 如 何 建 
立 在 交换 代数 理论 基础 之 上 的 . 

设 玉 为 域 , S 为 多 项 式 环 RELzi 32 村 的 一 个 子 集合 〈 可 以 
是 无 限 集合 )、S 中 所 有 多 项 式 在 域 中 的 公共 根 集合 显然 是 

PS) 一 人 Ca °°, Gn) Ek"|f (a1,.**, a)=0, 

对 每 个 JE S 1) 

定义 ” 域 & 上 ? 维 仿 射 空间 外 中 的 子 集 合生 叫 作 (〈 仿 射 ) 代 
数 集合 ,是 指 存在 茶 个 多 项 式 集合 SS 三 k[z1,，…*，4,]， 使 得 Y= 
V(S)., 

如 果 fg ES,hERLZ1, ,wj], 则 对 每 个 成 (a1,'**,0n)E 
V(S), 均 有 (f 土 8) (91 ,81)=f (a Qn)tg (Ql:, 
Qn)—0,ChRf) (Gt ,Gn) = 0) f(a 0)=0. 
此 ,如 采 以 (5) 表 示 由 集合 5 生成 的 [zi1,… ,xa] 中 的 理想 ， 则 
V(S)==V((S))。， 换 名 话说 ，k" 中 每 个 代数 集合 均 可 表示 成 
Fa) ,其 中 下 RELzl 4 的 某 个 理想 。 我们 称 『(a) 是 理想 a 
对 应 的 代数 集合 . 由 于 REzi，……,zo 是 Noether 环 , 从 而 它 的 每 
个 理想 都 是 有 限 生 成 的 。 设 方 ……，j .是 理想 a 的 一 组 生成 元 ， 
则 Co) =7((f 人 fo))。 于 是 代数 集合 了 (a) 是 有 限 个 多 项 
式 i,… ,fn 在 k& 上 的 公共 根 集合 ， 所 以 象 本 节 开 头 那 样 假定 S 
十 有 限 集 合 {f1, ,了 wm} 是 不 类 普 筷 性 的 。 也 就 是 说 , &” 中 每 个 
代数 集合 都 是 有 限 个 代数 方程 组 成 的 方程 组 (1) 在 中 解 的 全 体 ， 
从 而 是 代数 几何 的 基本 研究 对 象 . 

有 反 过 来 ,给 了 k&" 中 任意 一 个 子 集合 4 ,定义 

7(A)={f 81 ,ta)E Rv, Tad|f (ao an) 一 0， 
对 每 个 (a1,**，…,a,) E44). 

换 名 话说 ,7T(4) 是 以 4 中 所 有 点 为 根 的 那些 多 顺 式 全 体 。 显然 
(4) 是 [Lz1，…， wj 的 一 个 理想 ， 间 作 是 点 集 4 对 应 的 多 项 
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式 理想 ， 

对 应 SPV(S) 和 4m>1(4) 之 间 有 如 下 一 些 简单 性 质 . 

引 理 1 设 k 为 域 ,S,T,S, 均 为 k[Lx1,，… ,Xx,j] 的 子 集合 ,4 
和 BB 为 k" 的 子 集合 。 则 

(1) SETIHIV(SIEVT); AEBSI(A)SI(B). 

(2) SEIV(S), AEVI(A). 

(3) V(S)=VIV(S), I1(A)=IVI(A). 

(4) V(SINSsMN :NS.) DV UVCS) UUV(S,). 
又 若 3 ,5S 均 是 有 x1,… ,wn 的 理想 , 则 等 式 成 立 ， 

(5) VOES,)=,OV(CS,). 

证 明 (1),(2),(4),(5) 由 定义 直接 推出 . 

(3):， 由 SSIV(S) 和 (1) 中 关系 可 知 V(S) 司 VIV(S). 另 
一 方面 ， 由 (2), V(S)EVICV(S))=VIV(S), 从 而 V (8)= 
VIV(S)。 同样 可 证 1(4)=IV1(4). | 

注 记 由 引 理 1 的 (4) 和 (5), 我 们 知道 ,k" 中 有 限 个 代数 集合 
的 并 集 和 任意 多 个 代数 集合 的 交集 仍然 是 代数 集合 ,此 外 , 空 集 忆 
二 V(k[Lz1, Yo]) 和 整个 仿 射 空间 &k”"==V((0)) 都 是 代数 集合 . 

代数 几何 的 结果 以 & 是 代数 封闭 域 的 情形 最 为 完善 ， (一 个 
域 & 员 作 是 代数 封闭 的 ， 是 指 & 的 扩 域 中 每 个 在 上 代数 的 元 素 
均 属 于 k 。) 古典 代数 几何 就 是 在 代数 封闭 域 C( 复 数 域 ) 上 考虑 
问题 .今后 在 多 数 情 形 下 ， 我 们 都 假定 为 代数 封闭 域 . 


例 1 我 们 决定 仿 射 直 线 R (有 R 为 任意 域 ) 上 的 全 部 代数 集 
合 。 由 于 每 个 非 零 多 项 式 f(x) Ek[x]j 在 域 & 中 至 多 有 有 限 多 解 ， 
所 以 除了 本 身 之 外 ,其 他 代数 集合 均 是 有 限 集 合 。 男 一 方面 , 
的 每 个 有 限 集 合 {fal…, as} 也 必然 是 代数 集合 ,因为 它 是 多 项 式 
fz) 二 (xX 一 Q1) zz 一 GEGRLZ 的 全 部 解 。 从 而 仿 射 直线 天 
的 全 部 代数 集合 是 :;& 和 的 所 有 有 限 子 集合 (包括 空 集 ), 
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例 2 设 k& 是 代数 封闭 城 ，f (zx,y) 是 Lz,y] 中 的 多 项 式 并 
且 degf 宇 1。 我 们 以 degj 表示 后 对 于 x 和 YY 的 全 次数 ,deg,yf 表 
示 了 对 于 y 的 次 数 (x 看 作 常量 ) ,类似 定义 deg.f。 显然 max(de 
grf ,decgyf) 志 degf sdeg +degyf .理想 (了 有 ) 对 应 的 代数 集合 是 
V(f)={(a,5) Eh?|f(a,5) = 二 0}, 即 方程 fw,y)=0 在 域 中 的 
全 部 解 。 不妨 设 degyf 宇 1, 则 f(x,y)= 二 po(x)y"+ pir)y” i 
pa(7)。 po(%) 奈 0, 之 1. 由 于 po(z) 在 & 中 只 有 有 限 多 解 ， 
而 代数 封闭 域 必然 是 无 限 域 , 因此 存在 无 限 多 个 a Ek, 使 得 pn 
(qa) 六 0。 于 是 f(a,y) 是 Y 的 % 次 多 项 式 (n 之 1)， 从 而 在 代数 圭 
闭 域 下 中 必然 有 根 。 即 对 于 无 限 多 个 a E 有, 均 有 5E 上 使 得 f(a， 
5) 二 0, 从 而 代数 集合 了 (fF) 是 无 限 集 ，F (了 ) 称 作 是 平面 代数 曲 
线 ， 于是， 在 代数 封闭 域 上 每 个 平面 代数 曲线 均 有 无 限 多 个 点 ， 

例 3 设 为 代数 封闭 域 , 我 们 现在 来 决定 仿 射 平面 *? 的 全 
部 代数 集合 ,， 设 f(x,y),fo(x,y)ERLEz,y]。， 如 果 (f1,f2)==1 
(注意 R[x,y] 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 从 而 在 其 中 有 最 大 公 因 子 概 
念 )， 我 们 现在 来 证 明代 数 集合 VC(f1,f2) = 人 (a,5)E R?|f1(a,5) 
二 f(a,5)=0} 是 有 限 集 ， 如 果 degsf 或 degsf2 为 0, 则 VC(fi, 了 2) 
显然 有 限 ， 因 此 不 妨 设 deg, 人 ideg.f11， 于 是 可 号 为 

fi=go(y) x"+ + ga(y), 

fs=ho(y)r™" + + hy). go(y) ,hol(y)NO0, n> m1. 
仿 h(v,y)= hy) flv y)— goly) fr,y)r" " ,MM degsh<n= 
degsf1， 如 果 (a,6)EV(fi,f2)， 则 h(a,8)==ho(5)f1 (a,5) 一 
go(5)f2a(a,b)a"-" 二 0， 如 果 仍 然 degsh>degsf2, 则 可 以 继续 作 
下 去 .用 类 似 于 轧 转 相 除 的 程序 , 我 们 可 以 得 到 (x,y), degzh = 
0, 即 和 (wy) 二 及 (y), 使 得 (a,5)= 二 (5)=0. 由 于 (fi1, 2)=1， 
可 知 衣 (y) 不 是 恒 为 0 的 多 项 式 ， 从 而 h(y)=0 只 有 有 限 多 解 . 
干 是 5 只 有 有 限 多 种 可 能 性 ， 类 似 地 ，a 也 只 有 有 限 多 种 可 能 
性 ， 于 是 V(f ,了 2) 是 有 限 集 . 
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如 果 (fi1,f2) 二 f(x,y)， 并 且 degf 宇 1. 邻 f=fei, j= 
fez;, 则 (gi1,82) 二 1. 不 难看 出 PC 了 i, 了) 二 VCF)UTV(gi,22) ,前 者 
是 平面 代数 曲线 ,在 例 2 中 证 明了 它 是 无 限 集合 ,而 后 者 是 有 限 集 
合 ， 完 全 类 似 地 ,对 于 任意 有 限 个 非 零 多 项 式 f(x,y)ERkLx,yj， 
(1 二 i<m),。 令 (fi1,… ,fm) 二 ff 如果 degf 宇 1, 则 VV(f1,*………， 
fm ) 是 平 兢 代 数 曲 线 F(f) 和 有 限 集 合 之 并 。 如 果 (f1,……… ,fm) 二 
1, 则 六 (有 i;,… ,fm) 为 有 限 集合 。 由 于 R&R? 中 每 个 有 限 集合 均 是 代 
数 集合 ( 见 下 面 例 4 ), 从 而 ?中 的 全 部 代数 集合 是 ;R?, 平面 代数 
曲线 ,有 限 集 (包括 空 集 ) ,以 及 平面 代数 曲线 加 上 一 个 有 限 集合 . 

例 4 设 玉 为 任意 域 ,2 关 1， 对 于 有 中 每 个 点 (4 ,4n)， 
aiGR， 方程 组 x 一 a; 二 0(1<i<n) 的 解 恰好 就 是 这 一 个 点 ， 于 
是 &" 中 每 个 一 点 集合 均 是 代数 集合 。 从 而 由 引 理 1 的 (4) 可 知 
”中 每 个 有 限 集 合 均 是 代数 集合 。 特 别 当 为 有 限 域 时 ,k" 中 每 
个 子 集 合 均 是 代数 集合 ， 但 是 当 上 为 无 限 域 时 , 对 于 7 宇 3, 如 何 
决定 出 &" 的 全 部 无 限 代数 集合 ,即使 对 代数 封闭 域 都 是 代数 几何 
的 一 个 困难 问题 ， 


象 以 上 诸 例 中 所 用 的 “手工 ”方法 显然 是 不 能 走 很 远 的 、 让 我 
们 继续 作 理 论 上 的 探讨 ， 对 于 REzi ,zj 中 每 个 理想 a, 由 引 
理工 的 (2) 可 知 1V(a) 是 包含 a 的 理想 ， 为 了 弄 清 这 两 个 理想 之 
同 的 联系 ， 我 们 需要 如 下 引 理 . 

5j 理 2 设 & 为 域 ， 如 果 y1,……*,ys 是 上 的 某 个 扩 域 中 的 元 
素 , 并 且 环 卫 == 上 Lyi,，… ,Yj 为 域 , 则 每 个 y% 在 k 上 均 是 代数 
的 ， 

证 明 当 %=1 时 这 就 是 域 论 中 的 熟知 结果 .。 证 明 也 极为 简 


童 ,如 果 &[y] 是 域 , 则 广 Ek[y]， 从 而 二 可 以 表 成 多 项 式 形式 地 
f(y) Ek[y], 于 是 》 就 是 非 零 多 项 式 zf (x) 一 1 的 根 ， 即 y 是 
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he 


上 上 的 代数 元 素 。 现在 对 4 田 纳 ， 由 于 玉 是 域 ， 从 而 可 以 将 玉生 
成 二 ROYya)EyYis yn ECyn) 起 丈 的 子 域 ， 根据 归纳 假设 ， 
yi Yn-1 均 在 RCyn) 上 代数 。 如 果 我 们 能 证 明 y; 在 & 上代 
数 , 那 未 y1,，… ,ys。-i1 在 有 上 便 也 是 代数 的 ,从 而 证 明 了 5| 理 . 现 
在 假设 y; 不 是 有 上 代数 元 素 , 则 y，, 为 k 上 超越 元 素 ， 这 时 ,多 项 
式 环 k[y,] 为 主 理想 整 环 ,从 而 为 整 闭 整 环 .由 于 y1, ,Yn-! 均 
在 R(y,) 上 代数 , 而 k(y,) 是 RLy,j 的 商 域 , 从 而 存在 P(ys) ER 
[ynj ,使 得 p(ys) yi(1 志 i<<n 一 1) 均 在 RLy,j 上 整 。 现在 对 于 任意 
有 理 敬 数 g(y,) ER(Y,), 由 于 RC(ys) 三 kLyi1,"** ,Ynl1， 于 是 有 多 
项 式 f(y1 ,Ys) ERLY, ,Yaj 使 得 g (Yi) 一 (yi1,** ,Yn)， 
从 而 有 充分 大 的 d( 例 如 取 d= 二 deg 了 用) ,使 得 多 项 式 f(y1,* Yn) 
的 每 个 单项 式 乘 上 p(y,)" 均 在 kLy,] 上 整 。 于 是 p(yn) “f(y1， 

… ,yn) 在 kLysj] 上 整 。 但 是 p(yn) (yyn) 一 站 (ya)  & 
(yn) ERCYn) ,而 [ynj 十 整 闭 整 环 , 因 此 p(y) 了 (yi ya)GE 
kLynj. 令 h(ys)= p(yn) 8 Cyn) ,RRCYy) ERL yn], mg (Yn)= 
h(yn)/P(Ys)*"。 这 就 是 说 、 每 个 有 理光 数 g (ys) ER(ys) 均 可 表 
成 关于 ys 的 两 个 多 项 式 之 商 , 其 分 母 是 一 个 固定 多 项 式 P (yn) 的 


第 .这 显然 是 不 可 能 的 (例如 取 有 (yw 二 而 degp (yn) 


1 
1 十 DCYn) 
宇 1)。 从 而 y, 必然 在 上 代数 ,于 是 完成 了 5 引 I 理 2 的 证 明 . | 


下 一 个 定理 对 于 代数 几何 是 很 基本 的 ， 

定理 1(Hilbert 和 零 生 定理 ) 设 上 是 代数 封闭 域 , 0 为 RLzt， 
… ,da] 的 真理 想 , 则 了 (a) 天 这 . 换 句 话说, 对 于 多 项 式 f1,*………， 
f EREzi Tj], 如 果 1 不 属于 f 有 1,… ,fm 所 生成 的 理想 ， 则 
方程 组 太 (zi xz) 一 0(1<is 和 io) 在 代数 封闭 域 训 中 必 有 解 ， 

证 明 ”由 假设 可 知 [z1,.…* ,za] 中 存在 极 大 理想 m 包含 9， 
于 是 六 (m) 己 VY(a)。 从 而 我 们 只 需 证 明 广 (Cm) 六 已 即 可 。 考 不 咸 
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玉 -= 大 [Yi Xp 一 ARLY1 。 ,Ya ; 其 中 Yi 为 二 Xi 在 刁 中 的 次 ， 


… ,Ys 均 在 上 代数 .但 是 已 假定 是 代数 封闭 域 ,从 而 y; Ek， 
即 五 一 &。 于 是 我 们 有 域 的 同 构 p: 互 三 RLzi 2/ 二 R， 并 
且 对 每 个 aE 有 , 均 有 g(a) 一 a. 令 p(y)==a;Ek(1<i<n)， 则 
对 每 个 (zx1,…,xs)Em, 于 在 万 中 的 象 f 一 0 从 而 0=9 (f 
(zi Va)) = (Yi Ya)) = Ca, a,), 这 就 表明 
(al an) EV (Mm) .mV(m)SNG. 1 

注 记 如 果 瑚 不 是 代数 封闭 域 ， 则 此 定理 不 必 正 确 。 例 如 取 
kk 为 实数 域 ,而 a 一 (z2+1)。 


定义 ” 设 训 为 域 ，k[z1,… ,%,] 中 理想 a 叫 作 是 根 式 理想 ， 
是 指 ao= TY 
不 难看 出 ,a 是 根 式 理想 €->a 可 唯一 地 表 成 有 限 个 互相 不 包 
全 的 类 理想 之 交 .< 者 o 一 站 .V5 站 V5= 和 p= 
i=1 i=1 i= 1 
Qa. 之 :由 于 kLx1,: "* 0 为 Noether 环 ,从 而 每 个 理想 均 有 极 小 


准 素 分 解 式 ae= 人 19,,p;=Y q。 如 果 9 为 根 式 理想 , 则 4 一 Va 
= 门 p;， 去 掉 全 部 谋 入 素 理想 (比如 是 pa41，…… 和) 之 后 ,a= 
i 1 


站 pi 其 中 pi(1<i<m) 两 两 互 不 包含 ， 由 于 a= 站 pi 是 极 小 准 
i 二 1 i=1 

来 分 解 式 , 并 且 没 有 嵌入 准 素 分 支 ， 从 而 {pi，,… ,pa} 是 由 a 所 决 
定 的 .) 特别 地 ,每 个 素 理想 均 是 根 式 理想 ， 下 面 定理 表明 ， 对 于 
代数 封闭 域 记 ,&" 中 代数 集合 与 [zw1，…… ,zaJ 中 根 式 理想 是 反 序 
一 一 对 应 的 ， 
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定理 2 设 丸 为 代数 封闭 感 ,a 六 ALz ,5,j 中 的 理想 ， 


(1) a=(0)€—>V (a)=k",0=kLys 7 <e=-> 关 (aa) 一 六， 

(2) IV (a)=Y oa. 

(3) 令 .oz 为 各 中 代数 集合 全 体 , 殉 为 REzi… ,x,] 中 根 
式 理想 全 体 ， 则 映射 

I: I RSPI(S) ,VV: HR ,AAV (A) 

是 集合 .o 与 久之 间 互 逆 的 反 序 一 一 对 应 ， 

证 明 (1) VF (a) 二 k" 坊 4 一 (0); 当 二 1 时 这 显然 正确 ， 因 
为 是 无 限 域 ,而 如 果 a 中 有 非 专 多 项 式 则 (a) 只 能 是 有 限 集 . 
现在 对 % 归纳 . 设 0 后 (zl zao)Ea， 记 ff= 王 SoC 0 1 
XZ4 十 十 go -1)，&80o 玉 0。 根据 归纳 假设 ,存在 (a1， 
“G0n-!1) ER" i 使 得 goal as0. 于 是 矿 a… 9 1， 
Tn) 是 yn 的 叹 次 多 项 式 ， 从 而 必 有 4a,ER, 使 得 (G1,* ar -1 
a4) 六 0。 即 VC(a)SV(F) 妆 Rk"。 因 此 若 了 (qa) 二 =k", 则 a 二 (0). 

Fo 一 六 na 一 Ri yz 即 是 Hilbert 零点 定理 .而 另 
两 个 论断 则 是 显然 的 。 

(2) 设 fE ya, 则 有 和 1 使 得 fn"Ea。 从 而 对 每 个 (ai， 
xn)EV(a) 均 有 "(4a1,'…,am) 二 0 于 是 jc，an) = 
0( 因 为 是 域 ). 因此 了 EIV(a)， 即 Ya 三 TV (a)， 为 证 7 
(q) 忆 VV a ,我 们 只 需 证 明 若 0 二 fEIV (a), 则 有 w 使 得 1”Ea. 

考 嵌 kLT1 ,一 wayxax 中 的 理想 b= {a,1— wrf (vi, “** 
bu))。 《时 是 集合 aULI 一 zf xi, 区) 在 R[w1,，** ,T+1 J 
中 生成 的 理想 .) 如 果 (al ,qinDcEFtb), 则 (al aa) EV 
(a) ,从 而 1 一 ao 了 (ai ya) 一 1 一 0 一 13Ss0， 即 (al ,G41) 
不 是 1 一 zw Cz da 一 0 的 解 . 这 一 了 矛盾 表明 F (8) 一 六 . 
于 是 由 Hilbert 堆 点 定理 可 知 8 王 KEzi x+r。 从 而 1Gb, 旭 
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1= ,74; +7(1— rf), 
;二 1] 
其 中 Q; (ri Tn) CQ，7; (zl1，…… n+i)， 7 《YI 1) E 


RLZTD :wi]. 取 x,+41 二 1/f, 则 1 二 > 7， dj;，, 7; Ek [x1,***， 


s= 


zs 于 ]， 通 分 后 对 充分 大 的 不 则 可 使 


f “一 2 (f "7,)g;, "FERLzi ni] 
4 一 ] 


由 于 9;Ea(l<j< 人 从 ,从 而 1"E€n. 

(3) 对 于 每 个 SE wx, 则 有 理想 a 使 得 S=V (a), 于 是 VI 
(5)=VIV(o)=V(a)==， 男 一 方面 ,对 每 个 Va=a€ 多 ， 有 
1V (VHD)=YVa=yVa. 有 反 序 是 由 于 引 理 1 的 (1). 】 

注 记 与 公式 IY (a) 二 ya 相对 应 的 ,对 于 每 个 子 集合 SS 
k", 可 以 证 得 V1(S)= ,其 中 心 是 包含 5S 的 最 小 的 代数 集合 . 


定义 。、k&" 中 代数 集合 7 叫 作 是 不 可 约 的 ， 是 指 k" 中 不 存在 
代数 集合 了 7: 使 得 了 DFID7 = UF。( 即 上 不 是 两 
个 真子 集 之 并 ,而 这 两 个 真子 集 也 是 代数 集合 ，) 否 则 称 代数 集合 
可 约 ， 不 可 约 代数 集合 也 叫 作 是 代数 入， 

定理 3 设 六 是 代数 封闭 咸 . R=k[z1 sz],z2>1。 

(1) k” 中 代数 集合 4 是 代数 禾 志 >7(4) 为 五 的 素 理 想 ， 

\2) 每 个 代数 集合 均 可 唯一 地 表示 成 有 限 个 彼此 不 相 开 包含 
的 代数 化 之 并 . 

(3) 令 2 为 Rk" 中 的 代数 徐 全 体 , 则 

:2 rspech, 4>i (A), 

V :Spec R32 ,p>V (pp) 


是 集合 2 与 Spec 已 之 间 的 反 序 一 一 对 应 . 
证 明 (1) 和 (2); 设 4 为 代数 集合 , 则 有 有 的 根 式 理 想 a 使 得 


4=F(a),a=7(4). 但 是 a= 们 po 共 中 是 两 两 彼此 不 相 包 
i= 1 


含 的 素 理 想 . 对 应 有 4 二 VV(a) 二 【TV (p,) ,其 中 VCpi) 是 两 两 不 相 
i=1 


包含 的 代数 集合 ， 于 是 车 a 不 为 素 理 想 , 则 m 汪 2. 从 而 4 是 可 约 
的 .反之 车 a 为 素 理想 ， 如果 4= A1U 4;, 其 中 41 和 4; 为 代数 
集合 . 令 a=7T(41),as 二 7(42),; 则 a 二 1(4)= 二 1(41)f11(4,)= 
orfiaz。 由 于 a 是 素 理 想 ， 从 而 4 二 或 者 4=a，。， 即 4= 41 或 者 
4 二 4;,。 从 而 当 4 为 素 理想 时 ，4=『(o) 是 代数 徐 。 面 对 任意 的 


根 式 理想 a= 们 po 4=7(o 是 有 限 个 代数 径 二 (p,) 的 并 集 。 车 
i=1 


b, 两 两 不 包含 , 则 {p1,"… ,pm} 由 a 瞧 一 决定 ， 这 时 了 (pb) 也 彼此 
不 包含 ,并且 代数 猎 下 (ps 放 各) 也 由 4=F(a) 所 唯一 决定 . 

(3) 由 (1) 和 (2) 立 即 得 出 . 

注 记 (1) 根据 以 上 两 个 定理 .我 们 把 &* 中 代数 集合 这 个 代 
数 几何 的 基本 对 象 与 [zt1,*… ,zx] 中 根 式 理想 这 一 代数 对 象 反 
庆 一 一 对 应 。 每 个 代数 集合 唯一 地 表示 成 有 限 个 彼此 不 相 包 含 的 
代数 修之 并 ,而 代数 得 与 RLzt,……,zo] 中 素 理 想 反 序 一 一 对 应 . 
所 以 最 后 化 成 一 个 提 法 简单 的 代数 问题 ,决定 多 项 式 环 R= [wi， 
… ,7 ,的 迷 谱 SpecR1 


(2) 对 于 R[zi， 2 中 任意 理想 o, 设 a= [| 9; 为 极 小 准 
4 一 1 
UU Feqo = 品 了 (pp ， 如 果 piCpa。 即 pz 是 属于 aa 的 诺 入 素 理 
i=1] i= 1 
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想 , 则 六 (Cp1)DV(ps)。 换血 话说 ,代数 徐 王 (pp;) 包 含 企 (或 者 说 联 
在 ) 代 数 得 下 (bn 之 中 。 这 就 是 我 们 将 这 种 Pp 称 作 是 属于 a 的 雹 
和 素 理 想 的 几何 背景 . 


例 5 设 天 为 代数 封闭 域 。 回 到 8 4.1 的 例子 a= (zi， 
XxX2) 为 k[x1,X2] 中 的 理想 .40==D 作 P2 是 极 小 淮 素 分 解 ,其 中 一 
(Xx1) ,Pz 二 (ww2) ,于 是 了 (a) 二 VCP1)UTV (Pp2) ,其 中 六 (Pp1) 二 (0， 
a) Ek?|la€Ek} 是 中 一 条 仿 射 直线 ,而 VY(ps) 二 {(0,0)}) 为 如 的 
笃 标 原点 ,和子 (pz) 们 在 代数 徐 了 (pi 之 中 ,这 是 由 于 bz 二 po 即 92 为 
属于 a 的 傣 人 系 理 想 ， 

例 6 设 有 为 任意 域 , 则 "中 每 个 一 点 集 { 了 P= 二 (a1,*** ,4,)} 
均 是 最 小 的 非 零 代数 徐 。 如果 是 代数 封闭 域 ， 我 们 由 定理 3 中 
反 序 一 一 对 应 关系 ,可知 ms==T({P))=(z1 一 G4，Wi 一 Qn) 必 
REwi Xs] 中 的 极 大 理想 .并 且 每 个 极 大 理想 均 为 这 种 形式 . 
所 以 对 于 代数 封闭 域 ,多 项 式 环 Lz，*… ,ww。j 的 极 大 谱 有 很 简 
单 的 形式 ;Maxk[z1,…… 24] 二 {mp|P 为 k" 中 一 点 》。 


习 题 


(& 均 指 代数 封 闲 域 ) 

1， 设 下 (=1;2，…) 为 Rn 中 代数 集合 。 方 三方 三 … 三 六 三 …， 则 
必 存 在 ?2, 使 得 下, 二 VF ,4 二，……， 

2， 如果 域 芭 不 是 代数 封 月 的 。 试 问 

(1) Hilbert 零点 定理 是 否 成 站? 

(2) 对 于 K[z,… ,x,] 中 每 个 理想 a, 是 否 1V(a)=V ay 

(3) 天 [xi ,Xnj 中 极 大 理想 是 否 均 表 成 形式 二 (vi 一 Qs: 4 一 
a,) (a EE)? 

3， 无 限 多 个 代数 集合 的 并 是 否 为 代数 集合 ? 

4， 下 列 哪 些 是 代数 集合 ? 
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a 
el 
Ep 


和 


(1) {t,t ,1 ER ItER). 

(2) {(costi,sint)ER |iER}(R 为 实数 域 ). 

(3) {(r,0) ER’|r=sing}., 

(4) {vz,y) EC TIz 十 |y|: 二 1)}。C 为 复数 域 . 

5 设 (a 中 ,a4) Ek "(IIEm) 为 k" 中 mr 个 不 同 的 点 。 求 证 存在 
多 项 式 太 (zzn)ERLz nj 使 得 
[10;i 计 7 时 
ti 时， 

6. 对 于 x,y,z] 中 的 理想 4 二 (zwy,xz,yz), 将 8 中 代数 集合 VV(a) 
分 解 成 彼此 不 包含 的 --- 些 代数 簇 之 并 ， 

7. 设 不 为 无 限 域 。 求 证 {(a ,as)ER' ji aa ans 芭 0 不 是 代数 集 


合 。 


f;(ar" ;" "0 ) =6,,, 其 中 6,, = 


38， 设 政 为 域 。 五 和 歼 分 别 是 了 "和 FF” 中 代数 集合 。 求证 Vx 分 为 
FP"+" 中 代数 集合 . 
9。 雇 定 SpecRLzy yj 和 MaxRLzy]。 


$6.2 交换 代数 


我 们 在 本 书 前 言 中 申明 : 本 课程 是 以 交换 环 为 主要 研究 对 象 
的 一 门 学 科 . 事实 上 ， 本 书 的 前 儿 章 也 完全 以 交换 环 作为 研究 对 
象 。 可 是 本 课程 的 名 称 却 叫 作 “ 交 换代 数 ”".。 那 是 因为 在 代数 几何 
中 除了 交换 环 之 外 ,还 需要 再 稍微 复杂 一 点 的 代数 结构 , 即 环 上 的 
代数 ， 

定义 ” 设 刀 是 具有 么 元 素 的 交换 环 ,一 个 R- 代 数 (或 称 R 上 
的 代数 ) 是 指 满足 以 下 条 件 的 一 个 集合 4， 

(1) (4,+ ，) 是 环 ( 通 常 环 4 不 必 交 换 也 不 上 必 有 么 元 素 ) 

(2) (4,+ ) 是 五 - 模 . 

(3) 对 于 7ER,a,bE 4A, 均 有 7(a5) 二 (7a)b= 二 a(75). 

如 果 瑟 - 代 数 4 本身 是 有 具有 么 元 素 14 的 交换 环 , 则 称 4 是 有 R 
上 的 交换 代数 .不 交换 的 -代数 在 群 表 示 理 论 等 许多 领域 有 重 
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要 应 用 ， 形成 代数 学 的 一 个 分 支 ， 但 是 在 本 书 中 只 涉及 交换 六 


9 


Fa 


R- 代数 4 叫 作 是 有 限 生 成 的 ， 是 指 存 在 有 限 个 元 素 a1,*……， 
an€ 4, 使 得 4= BR[al,'…,anj， 事 实 上 ,本 童 只 涉及 域 上 有 限 
生成 的 代数 4， 并 且 玉 是 4 的 子 域 

注 记 有限 生成 -代数 4 和 有 限 生 成 五 - 模 4 不 古 一 加 事 . 
例如 多 项 式 环 [zx] 为 有 限 生 成 琅 - 代 数 ， 但 作为 五 - 模 玉 LzJ 不 
是 有 限 生 成 的 . 


我 们 举 一 些 无 -代数 的 例子 ， 

例 i 每 个 环 ( 不 必 有 么 元 素 也 不 必 交 换 ) 均 是 Z- 代 数 ， 

例 2 阁 情 ES 是 环 的 扩张 , 其 中 情 为 共有 么 元素 的 交换 
环 , 并 且 及 中 每 个 元 类 ?与 5 中 每 个 元 素 35 均 可 交换 ，( 即 78 一 
57). 则 S 是 及 - 人 代数, 其 中 所 有 的 运算 均 是 环 S 中 的 运算 ,比如 每 
个 县 有 么 元 素 的 交换 环 尽 均 是 吾 - 人 代数， 五 上 的 多 项 式 环 RLY， 
2 和 形式 贿 级 数 坏 尼 [Tz yo] 均 是 如 -代数 ， 

例 3 设 中 为 具有 么 元 素 的 交换 环 ,以 Mat,( 耳 ) 表示 元 素 属 
于 有 的 全 体 7 阶 方 阵 形成 的 矩阵 环 ， 事实 上 它 是 已 -代数 7， 
(a.;)==(74;;))， 并 且 当 nn 宇 2 时 ,熟知 这 不 是 交换 代数 ， 

例 4 R 如 上 ,MM 为 五 - 模 , 环 Homa(MN ,用 ) 事实 上 是 及 - 代 
数 ， 在 多 数 情形 下 这 也 不 是 交换 代数 .研究 这 个 有 -代数 的 结构 
是 “结合 代数 ”这 门 学 科 中 的 一 个 基本 问题 ， 

例 5 设 G 为 乘法 群 ,R 如 上 所 述 ,考虑 集合 


RLG]=| 叶 reglreE, 并 且 只 有 有 限 多 个 re 不 为 01. 
， ‘gEQ 4 
如 RLG J 下 定义 加 法 和 乘法 ， 
Dj reg i >,s,g =— > (re so)g; 
Ea &Eg Eq 
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(Srig 儿 2 see )= 筷 和 8， 其 中 t= 2 rasa. 


个 难 验证 RLGJ 对 于 这 些 运 算 形 成 环 , 它 具 有 乏 元 素 1a'e, 其 中 e 
为 群 G 的 单位 元 素 , 如 果 G 为 交换 群 , 则 了 R[ G j 是 交换 环 ， 再 定义 


+. 2 7g= 2 (rr .g (re > rg ERLG] ). 
如 居民 gEG Eu 


则 五 LG] 为 - 模 ,并 且 可 直接 验证 RLGj] 为 忆 - 人 代数, 如果 G 为 交 
换 群 , 则 忌 [o] 是 五 上 的 交换 代数 ,通常 称 RLGj] 是 群 G 在 环 上 
的 群 代数 . 群 代 数 [LG] 的 结构 与 群 G 在 环 尽 上 的 表示 理论 有 着 
直接 的 联系 ， 


定义 ” 设 忆 为 具有 么 元 素 的 交换 环 ,4,B 为 及 -代数 . 

(1) 4 的 子 集合 4 岂 作 是 4 的 子 代数 , 是 指 4' 本 身 对 于 4 
中 的 运算 是 玉 - 代 数 ，( 即 ,4 是 4 的 子 环 同时 是 4 的 情 - 子 模 .) 

(2) 映射 :4 一 B 叫 作 是 -代数 同 态 ,是 指 了 为 环 同 态 同 
时 也 是 鼠 - 模 同 态 , 类 似 地 定义 五 -代数 同 构 . 

注 记 (41) 如 有 果 瑟 -代数 4 有 人 勾 元 素 14。 则 映射 

了 :已 一 44,7F>yr 1, 

是 五 -代数 同 态 ,如果 了 为 单 射 , 则 我 们 通过 了 可 把 五 看 成 是 4 的 
子 代 数 ， 这 时 ,fj(1a) 一 1z .14 一 14。 并 且 今 后 我 们 把 lz 和 1s 均 
写成 1. 

(2) 设 4 和 B 为 -代数 ,并 且 五 为 4 和 B 的 子 代 数 ，1s= 
] ,二 ls。 如果 了 :4 一 B 是 卫 - 代 数 辐 态 , 则 作为 环 同 态 , 我 们 总 是 
假定 (14) 二 1s. 于 是 对 每 个 TER,f(7)==f(7:14)==7f (14)== 
7 15 一 7。 则 了 在 忆 上 的 限制 是 便 等 映射 ， 


例 设 K 为 域 ,TV 为 K 上 ? 维 向 量 空间 , 取 定 季 的 一 组 基 之 
后 ,每 个 上 上 的 线性 变换 pE Homx(V,V) 对 于 这 组 基 均 可 表 成 一 
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个 7% 阶 方 阵 以, EMatw(K)、 并 且 p 土 Y,q$,ap(aEK) 分 别 对 六 
方 阵 M+ MM,, MM, 和 a MM。,, 于 是 我 们 有 KK- 代 数 同 态 : Homxz 
(V,V) 一 Mat,(K),pgPM。。 事 实 上 问 知 这 是 -代数 同 构 ， 


我 们 今后 所 需 的 关于 如 -代数 的 知识 仅 此 而 已 ， 


习 题 


( 4 均 指环 上 的 代数 ) 

1. 4 的 子 集 了 如 果 购 是 4 的 有 R- 子 模 又 是 环 4 的 理想 , 则 称 了 是 4 的 代 
数理 想 .(1) 对 于 R- 代 数 4 的 代数 理想 了 , 试 赋予 4/ 了 自然 的 商 代数 结构 。 

(2) 叙述 并 证 明 瓦 -代数 的 同 术 基本 定理 。 

2. 设 4 为 有 理 数 域 Q 上 的 一 维和 疝 量 空间 ,定义 a5 一 0 〈 对 任意 wa, E 
4)。 求 证 4 为 Q- 代 数 。 对 于 4 的 每 个 加 法 子 群 0 六 7 六 4, 了 是 环 4 的 理想 ， 
但 不 是 4 的 代数 理想 ， 

3. 设 4 有 么 元 素 ,; 求 证 环 4 的 每 个 理 租 均 是 -代数 4 的 代数 理想 ， 

4. 情 - 代 数 4 叫 作 是 平坦 的 ,是 指 4 为 平坦 玉 - 模 。 

设 召 和 4 均 为 具有 么 元 素 的 交换 环 ， 并 且 吾 为 平坦 的 4- 代 数 。 如 果 . 了 Y 
为 平坦 B- 模 ,求证 WM 也 为 平坦 4- 模 。 

5. 设 4 和 B 均 为 BR- 代数 (BR 为 有 乏 元 素 的 交换 环 )。 在 忆 - 模 4 多 zs5 中 
定义 (a 的 b)(a' 的 bp')=aa'bb'(a,a’E4,5,b'EB), 并 且 由 分 配 律 将 寺 乘 
法 扩充 到 整个 4 多 4B 之 上 。 求 证 由 此 使 4@@:B 成 为 R- 人 代数, 称 作 是 R- 代 
数 和 A 和 8B 的 张 量 积 ， 如 果 4 本 身 也 是 具有 过 元 素 的 交换 环 , 则 4@* 呈 是 
4 -代数 。( 系 数 环 的 扩充 ) 

6. 设 4,4',B,B' 均 为 R- 代 数 , :4 一 B, 六 :4 一 五 /是 RR- 代 数 同 杰 ， 
求证 在 模 论 中 定义 的 - 模 同 态 1@f :4@a4 一 Ba B' 事 实 上 为 R- 代数 
同 态 。 


$ 6.5 同 构 和 双 有 理 同 构 
我 们 已 经 介绍 了 代数 几何 的 基 本 对 象 一 一 代数 集合 和 代 履 


se 了 T9T 。 


和 Wr er i tt rn a 


做 ,下 一 步 自 然 要 人 研究 它们 之 间 的 联系 (适当 的 映射 ) 和 分 类 ， 这 
是 代数 封闭 域 ,为 k* 中 的 代数 集合 , a 是 下 所 对 应 的 根 式 理 
想 。 对 于 每 个 多 项 式 (zw1,…… ,zn) ERLX1,… ,Xnj, 考 虐 映 射 
fx, Tn) VyR, (Qa, , An) >f G1, ,an). 

问题 在 于 :RLzi ,za] 中 不 同 的 多 项 式 在 看 作 是 VV 上 的 销 数 时 ， 
可 能 是 同一 个 陋 数 . 事实 上 ,对 于 f,g EkLwi,*** ,wnj， 

f,g 为 了 上 的 同一 个 国 数 和 对 每 个 (al ,a,) EV,， 

fa ao) 一 ECa Go) 一 0 
< 拓 一 SET7TCF7) -=a， 

从 而 下 到 不 的 一 个 多 项 式 国 数 相当 于 商 环 RLzi……,zs]/a 的 一 
个 元 素 ( 等 价 类 )。 我 们 称 RELzi……,zoya 为 代数 集合 Y 的 ( 仿 
射 ) 坐 标 环 或 多 项 式 函 数 环 ,表示 成 KLV ]. 

我 们 不 考虑 了 = 忆 的 情形 ， 当 天 忆 时 , a 是 RLw1,*…*，wnj 
的 真理 想 ,从 而 a 个 = (0). 于 是 可 看 成 是 R[FV]=kLx1,*…， 
xr]/ a 的 子 域 ， 以 表示 2; 在 kLY J] 中 的 介 。 则 [Vj 二 [zi， 
… ,Un]。 从 而 [LV] 是 有 限 生 成 -代数 .进而 ,， RLV] 中 只 有 0 
是 圭 零 元 素 ， 因 为 车 了 ER[zi……zo]， f" 一 0E kLV]， 则 f"€ 
qa。 由 于 a 为 根 式 理想 , 从 而 了 Ea, 即 了 =TERLF], 反 过 来 ,如 
果 矿 包含 作为 子 域 ,并 且 

(1) 六 是 有 限 生成 R- 代 数 ， 

(2) 六 中 没有 非 零 的 需 零 元 素 . 
则 由 (1) 知 有 xsE 六 ,使 得 六 二 RU 于 是 有 环 
的 满 同 态 

:BRLZI1 ,Tn >R LU, Wn, 
使 得 g(x) 二 ww(1i<n), 并 且 pg 在 上 为 恒 等 上 映射 令 a 一 
Kerp .由 条 件 (2) 可 知 a 二 Ya 。 于 是 4 是 [x1,"… ,x%4aj 的 根 式 
理想 . 从 而 有 环 的 间 构 (事实 上 是 -代数 同 构 ) 
六 一 RsRCZI To a 
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令 严 =F(o)S 三 有， 则 由 a 站 有 R=(0) 知 『 关 遂 ,并 县 [EI 衬 二 (RR- 
代数 同 构 )、 干 是 ,代数 集合 的 坐标 环 各 有 具有 性 质 (1) 和 (2) 的 有 上 
的 交换 代数 是 相对 应 的 . 

例 1 设 V 为 一 皮 ,P 了 = 二 {P},P=(@1,*…,0,)ERkR"， 则 V 对 
应 的 根 式 理想 为 极 大 理想 mp 二 (x1 一 Ql ,Xs 一 Qn) .而 RE 太一 
RLYI，… ,Tn)/ mp k, 

例 2 设 V=k", 则 a 二 1T(V)==(0), 而 RL[V] 二 R[xi,*…*， 
yj。 这 说 明 在 整个 仿 射 空间 名 中 (k 代数 封闭 ) , 不同 的 多 项 式 
妈 为 不 同 的 国 数 . 

例 3 设 下 是 仿 射 平面 她 中 的 双 昌 线 xy 二 1, 则 它 对 应 的 根 
式 理 想 为 ae 一 (YY 一 1)。 从 而 REV]=k[x, YJAOCPYy 一 二 宕 妨 [2， 


1 
Y 


=| fe) Exkrz],aEz | 


如 末代 数 集合 斑 是 R" 中 的 代数 策 ( 代数 封闭 ), 则 了 对 应 的 
根 式 理想 为 [x1,……， ,zn] 的 素 理 想 p， 从 而 六 的 坐 标 环 [zi， 
… ,Xnj/Pp 王 RLVj 是 整 环 , 它 的 商 碟 称 作 是 代数 簇 V 的 有 理 函数 
域 ,表示 成 R(V)， 于 是 ,R(TV) 中 元 素 即 是 两 个 上 多 项 式 函数 之 
商 ( 分 母 不 恒 为 0), 岂 作 是 YY 上 的 有 理 函 数 ， 由 于 分 母 在 的 茶 
氮 可 能 取 值 为 0 ， 因 此 了 上 一 个 有 理 函 数 在 了 的 某 些 点 可 能 是 没 

例 对 二 前面 的 例 2《V==&"), 风 RCV) 二 (zi,，……: ,Xxa), 即 
是 通 笛 的 有 理 函 数 域 ， 对 于 前 面 的 例 3 (PV 为 双 曲 线 zy=1)， 
k(VF)SR(L). 

现在 研究 代数 集合 或 代数 笨 之 间 的 映射 ， 

主义 ” 设 广 和 分 别 为 R" 和 RR” 中 的 代数 集合， 对 于 多 项 
式 Jw) EE REY] 《1Si<m) ,我 们 有 上 映射 

于 一 (和 


《91 6,)r > (fia "ey Qa) fn la, 0)). 
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如 果 所 号 三 三 我们 就 称 了 在 严 上 的 限制 六 了 一 克 是 从 到 全 
的 一 个 多 项 式 喘 射 。 由 定义 不 难看 出 : 

(1) 如 术 多 有 多 项 式 映射 有: 环 一 5 ， 其 中 品 是 中 的 代数 
集合 , 则 g。f :VU 也 是 多 项 式 映射 这 是 因为 多 项 式 与 多 项 式 
的 复合 汤 数 仍 是 多 项 式 ,并 且 g*f(V)SSg(W)EU. 

(2 ) lv: 了-> 了 是 多 项 式 上 映射 ， 这 是 由 于 1y= 二 (81 ,Xr). 


即 f(x. ;Tn) = w (li<n)., 


定义 ”如果 j:V 一 WW 和 gg:W 一 V 是 代数 集合 之 间 的 多 项 式 
肌 射 ,并 且 1*g&=1lr,gsf=1lr。 则 称 了 和 灰 是 同 构 的 代数 集合 . 
如 何 将 代数 集合 作 同 构 分 类 ， 是 代数 几何 一 个 基本 问题 .现在 我 
们 把 它 化 成 代数 问题 ， 

设 & 为 代数 封闭 域 ，f:V 王 到 为 代数 集合 之 间 的 多 项 式 映 
对 ,Vk",WCR".。 对 于 每 个 多 项 式 函 数 有 zi，……，,z7m): 阴 一 
&，, 我 们 得 到 多 项 式 国 数 h。f:V 一 k， 于 是 由 了 诱导 出 一 个 上 映射 

f° :kLWI-—>RLV],f*(h)=hef, 

这 可 表示 成 如 下 的 交换 图 表 


Vo WW 


ro 人 


县 


以 下 假设 和 W 均 不 是 空 集 . 这 时 a =T(V) 和 6b= 了 I(W) 分 别 是 
ALY1 Tj 和 RLY1,"… yo 中 的 真 理想 。 从 而 [7] 和 [LW ] 
均 是 &- 代 数 , 并 且 包 含 * 作为 子 代 数 . 这 时 如 果 把 中 元 素 a 
看 作 是 RLW ] 中 元 素 , 即 指 是 将 WV 中 所 有 点 均 映 成 a 的 多 项 式 映 
射 ， 显然 1" (4a)==a。 这 表明 "在 上 的 限制 是 恒 等 映射 。 进 
而 ,不 难 淖 出 (hu 土 h2) 二 (RD 土 f* (ho), f* (hikz)= f* (hi) 
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六 (AD)、 因 此 :x[W1 一 &[LTF 是 &- 代 数 问 态 ， 

由 定义 可 直接 得 到 ， 

(1) 如 果 又 有 gg:W 一 UU 为 多 项 式 映 射 , 则 (g。)" 一 三 。8 
kLU J—>kLV J]. 

(2) (1r)”=1icr., 

于 是 ,车 六 和 到 是 同 构 的 代数 集合 , 即 存 在 多 项 式 映射 :VY 一 
W 和 gg :WV ,使 得 gc。f=1rv, fg 二 1w。 则 由 上 述 两 个 性 质 可 
知 太 8 一 (gf 一 (1 六 一 lcr， 同 样 地 ，g8”。 太 二 tc。 因 
此 我 们 有 有 -代数 同 构 ， 太 :RL 帮 ] 们 REF 

反之 , 设 p:k[ 研 ]>k[V] 是 -代数 同 想 ， 考 虑 多 项 式 函数 
yiGRL 琴 ]， 则 由 9 给 出 多 项 式 图 数 gp (91) = 二 ff; 《zl ,Xn) 和 
kLV ]。 于 是 我 们 有 了 映射 

f=(f1,°** ,fn):R"—>R", 

(al On) Cf (G1 , an), “oo fn, ,0n)), 
对 于 每 个 Cyr,ym) Eb=T(W),h(yi,"**,Yym) 作为 RLW] 
中 的 元 素 为 0。 由 于 9 为 R- 代 数 同 态 , 从 而 9 (天 )(CY1 ,Yn) 二 
hfi(si 1 ) 作 为 LV] 中 的 元 素 也 为 
0, 即 gpg(h) Ea 二 TC(V)。 这 就 表明 ， 如 果 (1,……*,0.:)EV， 则 
hCfi(airs aa) 了 (al nn)) =0, 对 每 个 (yi1,***， 
ym) 人 Eb 均 是 如 此 ， 从 而 (fi(G1y 05) 了 (an)) 和 
下 ， 于 是 我 们 证 得 j(F)E 楞 ， 即 了 是 从 了 到 环 的 多 项 式 映 射 ， 
并 且 对 每 个 天 (yl ,ym) ERCW],f*(h) (51 tn)=h (fi 
(zi In) nT Tn) )=Pp (hh) (ri) 从 而 
J*=pg。 换 句 话说 ,对 于 每 个 上 -代数 同 态 p:R[LW]-> RLV」, 均 存 
在 多 项 式 喘 射 :VV 一 ,使 得 p= 二 后". 

最 后 , 若 9 是 [W144 上 的 恒 等 映 射 , 则 由 上 面 方法 构 作 出 的 
也 是 下 上 的 恒 等 映 射 ， 从 而 车 w:RL 琴 ] 一 RELF 是 有 -代数 同 构 ， 
则 对 应 得 到 的 了 :VY 一 W 也 是 代数 集合 的 辐 构 ， 综合 上 述 我 们 就 


。 195* 


让 得 了 如 下 的 定理 ， 

定理 4 设 六 是 代数 封 闲 域 。 了 和 了 厂 分 别 是 名 和 R"” 中 的 
代数 集合 ,以 多 表示 从 下 到 全 的 多 项 式 映射 全 体 . 以 作 表示 由 
[Wj 到 CVJ 的 -代数 同 态 全 体 ， 则 映射 

PDP, ff 
是 满 射 .并 且 , 了 :VY 一 W 为 代数 集合 的 同 构 亏 坊 f":h[W] 一 k[V ， 
为 -代数 同 构 . 上 

这 就 把 代数 集合 的 同 构 和 分 类 问 题 归结 为 一 类 特殊 的 有 上 
的 交换 代数 (有 限 生 成 并 且 没 有 非 零 的 需 零 元 素 ) 的 同 构 和 分 类 这 
一 纯 代 数 问题 . 让 我 们 举 一 些 例子 

例 4 设 了 为 仿 射 直线 ,了 = 有 。 厂 是 由 方程 太 王 多 的 解 给 
出 的 不 可 约 平面 代数 曲线 (SR)， 则 

fi:V ooW,tr> (t,t) (CE 大) 
是 从 到 瑟 的 多 项 式 映 射 ,这 是 因为 对 每 个 ER,(t?, 区 ) W(X， 
y) = 二 (如 ,3) 满 足 方程 z= y?) .但 是 它们 的 坐标 环 LVYj]==&Ltj 和 
k[W]=k[z,yj/(y’? 一 23) 二 R[x ys ] 作为 有 -代数 是 不 同 构 的 
(有 [要 为 主 理想 整 环 ,而 REzyyz3/ 3 中 理想 (zz 2) 不 是 主 理 想 )， 
因此 下 和 了 五 不 癌 梅 . 

例 5 由 y=x"(n 为 正 整数 ) 定义 的 仿 射 空间 R 中 平面 代 
数 昌 线 了 和 仿 射 直线 & 同 构 ， 因 为 

fi:V->k,(r,Y) >T, glkR—>V ,tr>(t,t") 
是 互 逆 的 多 项 式 映射 . 

例 6 设 k 是 竺 征 p 的 代数 封闭 域 (7 为 素数 )， 熟知 对 于 
每 个 nn 宇 1,9= 二 Pp",k 中 有 了 唯一 的 一 个 9 元 子 域 F,。F, 基 是 由 方 
程 x 一 + 二 0 在 有 中 的 9 个 不 同根 组 成 的 ， 设 fi(%1,**…*,Y,)E 
F,[Tzi Tj (1 所 i Mm) 而 了 是 由 方程 组 

: fi(x1s ta) =0 (1Si<m) (1) 
在 k* 中 决定 的 代数 集合 ， 考 虑 映射 


* 196 * 


PV ta Go) 一 (9 ,Gn ). 

由 于 了 ;的 系数 属于 ,从 而 车 f(a4,:… an) 二 0, 则 f (a1 ,…，， 
dn ) = f(a1,- ,Gn)’ =0, 邵 若 (@1,*** ,04;) EV, 则 (Qi ,**，， 
dr ) EV， 于 是 9 是 从 VV 到 六 自身 的 多 项 式 映射 并且， 

(Q1,… aa) 为 方程 组 (1) 在 域 下, 中 的 解 

和 (1 Qn) EV,aEF (liCn) 

Ea) EV ,a = 0(1<i<n) 

HG EV, PAA G1) = (A 0). 

< 一 >(41,"*' ,04;,) 为 多 项 式 映射 gi 的 不 动 拟 ， 
于 是 ,对 每 个 正 整数 2, 方程 组 (1) 在 Fi 的 ! 次 扩 成 FE 中 解 的 个 
数 等 于 多 项 式 上 映射 2 的 不 动 点 个 数 ， 在 代数 几何 中 , 2: 时 作 是 
Frobenius 上 映射 ， 它 在 代数 几何 的 算术 理论 中 起 着 重要 的 作用 , 


定义 ” 设 V 和 WW 分 别 是 k* 和 Rk 有 ”中 的 代数 徐 。 映射 
f=(fi, ,fn): VW 

叫 作 从 到 玉 的 有 理 映 射 ， 是 指 

(1) fi(xi,*** Kn) ER(V), (Is 入 人) 

(2) 如 果 f(x，Ta)(I<i<m) 在 尽 (91,"*',Gn)EV 均 
有 定义 时 ， 则 ff (ar:,as) 二 (fi(G15 6) 了 (4 
an))EW, 

由 定义 立刻 得 出 ， 

(4) j=(f1,… ,fn):V 一 k” 是 有 理 映 射 >.ERD). 
(因为 kk” 对 应 的 根 式 理想 为 (0)。 从 而 上 面条 件 (2) 自然 成 立 ，) 

(B) 如 采 又 有 有 理 映 射 g: WU (U 是 中 的 代数 徐 ， 则 
g。j :VU 也 古 有 理 映 射 ( 因 为 有 理 函 数 的 复合 购 数 仍 是 有 理 闻 
数 ， 并 且 g* ff(V)SEg(W)ED). 

(C) 多 项 式 映 射 均 是 有 理 上 映射 。 特 别 地 ， 伍 等 映射 lv :F 一 
V 为 有 理 映 射 
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定义 ” 设 下 和 本 分 别 是 丸和 R” 中 的 代数 答 。 如 果 存 在 着 
有 理 上 映射: 了 一 这 和 g :WV, 并 且 对 于 每 个 点 PEV, 当 J(P) 
和 g。f(P) 均 有 意义 时 , 则 gg。f 了 (PP) 了 。 同时 对 于 每 个 点 
QEW, 当 后。g(Q) 有 意义 时 ,ff。g(Q@)= 二 QQ@， 则 称 了 和 8&8 是 互 
逆 的 有 理 映 射 ， 并 且 称 代数 徐 V 和 瑟 是 双 有 理 同 构 的 . 


设 f=(f1,… ,fm):V 一 W 是 代数 徐 之 间 的 有 理 映 射 ， 对 于 
每 个 g8(Yy1 yan)ER( 玖 )，g: 丈 一 R 是 有 理 映 射 ( 见 (4) 中 所 
述 )。 从 而 g8。f:7 一 R 为 有 理 上 映射 ( 见 (B) 中 所 述 ), 即 g。fE 
k(V). 于 是 我 们 由 有 理 映射 了 诱导 出 ， 

f":k(W)E(V), grf"(g)=g°f. 
如 果 丰 和 下 均 非 空 , 则 域 (下 ) 和 RGF ) 均 包含 作为 子 域 ， 不 难 
看 出 f* 是 域 的 R- 同 态 (KR- 同 态 即 指 f* 在 k 上 上 的 限制 是 恒 等 映 
射 )， 

下 一 定理 与 定理 4 是 很 相似 的 ， 但 是 证 明 需 要 更 多 的 代数 几 
何 知识 ，( 其 麻烦 主要 在 于 ， 一 个 有 理 映 射 :VY 一 W 不 是 在 了 的 
所 有 点 均 有 定义 )， 我 们 咯 去 证 明 . 

定理 5 设 & 是 代数 封闭 域 ,六 入 分 别 为 kr* 和 ”中 的 代 
数 秘 . 

(1) 如 果 了 :PV>W 为 有 理 上 映射 ， 则 f:R (全 ) 一 kCV) 为 域 
的 &- 同 态 ， 并 且 对 于 每 个 域 的 &- 同 态 9:k(WW) 一 RC(V), 均 存 在 
有 理 映 射 1:V 一 WW ,使 得 p= 了 ". 

(2) 了 :VW 为 双 有 理 同 构 志 >f*:k(WW) 一 k(V) 为 域 的 - 
同 构 . 上 

这 个 定理 又 把 代数 佬 的 双 有 理 同 构 问 题 归 结 为 它们 的 有 理 函 
数 域 是 否 上 - 同 构 这 一 代数 问题 ， 

例 7 设 & 为 代数 闭 域 , 则 平面 代数 曲线 C:y?=x?+w? 是 
不 可 约 的 ， 因 为 y? 一 xz? 一 x? 是 Lz,y] 中 的 不 可 约 多 项 式 .我们 
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证 明 它 与 仿 射 直线 双 有 理 同 构 ， 办 法 是 ， 斜率 为 上 的 直线 y = 
4z 与 曲线 C 交 于 一 点 ， 

t={:—1, y=t(t—1) 
(参见 示意 图 )， 于 是 得 到 有 理 映 身 


/ 
(1 一 〈 全 一 1)) 


yy 一 2 十 和 


fi:ik—>O0, (6 一 ( 刀 2 一 1 tt 1)). 
它 的 逆 为 有 理 映射 ; 
g:CFk, g(x,y)=Yy/Y. 
从 而 C 与 & 双 有 理 同 构 , 但 是 它们 不 同 构 。 因 为 kL[C]=k[zx,yj/ 
(y? 一 x? 一 v3) 守 kh[z，zV1+ x] 作为 环 与 上 &[ J 不同 构 . 


定义 ”与 仿 射 空间 &"( 对 某 个 %n 宇 1) 双 有 理 同 构 的 代数 馈 叫 
作 是 有 理 代 数 徐 。 当 7 ==1 时 间作 是 有 理 曲 线 . 

于 是 例 7 表明 y?=w?+ wi 为 有 理 曲线 ， 有理 曲 线 的 进一步 
的 例子 为 

例 8 不 可 约 平面 二 次 曲线 C: 了 (zy)=0 均 是 有 理 曲线 ， 
其 中 jz,y)=ao2 TDzy+cy +dz+ey+ 了 是 RLzy] 中 不 可 
约 二 次 多 项 式 ， 

为 了 看 出 曲线 C 的 有 理性 ,我 们 任 取 C 上 一 点 (zo,yo) (我 们 
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二 


在 8§6.1 证 明了 ,对 于 代数 封 闲 域 ,每 个 不 可 约 平面 代数 曲线 均 
有 无 穷 多 个 点 )。 过 (yo,yo) 而 斜率 为 地 的 直线 y 一 yo 一 t (w 一 %0) 
与 曲线 0 的 交点 之 7- 坐标 满足 关于 7 的 二 次 方程 f(z,yo+t(z 
一 X20))--0( 参 见 示 意图 ). 此 式 左 边 设 为 4(1)x?+ B(t)z +C(D)， 


它 的 一 个 根 为 ro, 从 而 另 一 个 根 为 PCD)= 一 zo 一 二 (人 ,这 是 世 的 


有 理 育 数 . 于 是 我 们 得 到 有 理 鼎 射 
fik—>C, fl(2)=(p(t), yott(p(t) — v0)), 
它 的 逆 为 有 理 映 射 


J 一 yYn 
人 一 村 0 


&:C->R， (Wy) 


从 而 不 可 约 平 面 二 次 曲线 均 为 有 理 曲 线 ， 


例 9 现在 给 出 非 有 理 曲 线 的 例子 : 设 m 宇 3, 代 数 封闭 域 有 
的 特征 为 0, 或 者 特征 为 素数 x 但 是 x* 二 %,. 则 曲线 .多 :3+ y" 一 1 
不 是 有 理 的 ， 

证 明 如 果 多 是 有 理 曲 线 , 则 有 有 理 映 射 


fik—>F ,f=(p(t), b(t)), 
f 
其 中 ppt ViSRt) 并 且 0 十 攻关 二 1 令 p(O= 人 人 
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p01) =p ,0 ,7 EAC, 

p(t)" + g(t)"—r(t)"=0., 
三 个 多 项 式 p,q,7 中 任意 两 个 的 公 因子 也 必 是 第 三 个 多 项 式 的 因 
子 。 将 它们 的 公 因子 去 掉 后 仍 满足 上 面 等 式 ， 从 而 我 们 可 以 一 开 
始 就 假定 p,4,7 两 两 互 素 ， 将 上 面 等 式 对 上 人 微 商 ， 由 于 对 域 太 特 


征 的 假设 可 知 微 商 后 为 
Di07 +g" 1097 一 ra 7 一 0。 
这 两 个 等 式 可 合 写 成 
p"- 1 
PpP gg 7 a |_/0 
(» gq Yr/ 人 上 
-一 他 中 ] 
于 是 


2 一 人 二 (一 人) (rp —7?p): 《29 一 2 9)， 
由 于 p,9,? 两 两 互 素 ， 可 知 p"!1|(g7 一 ?79 )，g*!| 72 一 DT 7)， 
r" (pg 一 gp’), 令 deg p= 二 a,deg gq 一 6b,deg 7 二 Cc， 不 妨 设 4 之 
b 宇 c， 则 由 p”!| (gr7 /一 79 可 知 (% 一 1) gb5+c 一 1 但 在 4 之 
bc 和 nn 宇 3 的 时 候 , (%* 一 1)a 之 2 4 之 bc 之 8+c 一 1。 由 此 导出 
元 盾 。 从 而 曲线 .多 不 是 有 理 的 . 


研究 代数 簇 的 双 有 理 同 构 分 类 和 双 有 理 不 变量 是 代数 几何 的 
核心 问题 之 一 。 若 代数 徐 了 和 全 双 有 理 同 构 ， 则 它们 的 有 理 阴 数 
域 K(V) 和 &( 玉 ) 是 &- 同 构 的 .特别 地 ， 它 们 在 上 的 超越 次 数 
相同 。 我 们 把 (TV ) 在 & 上 的 超越 次 数 称 作 是 代数 徐 V 的 维 数 ， 
于 是 ， 双 有 理 同 构 的 代数 禾 有 相同 的 维 数 ， 即 维 数 是 双 有 理 不 变 
量 ， 维 数 的 这 个 代数 定义 方式 与 几何 直观 上 一 个 代数 簇 的 维 数 巾 
您 是 一 致 的 . 

一 维 代 数 徐 ， 即 不 可 约 代数 曲线 的 另 一 个 重要 的 双 有 理 不 变 
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量 是 所 谓 亏 格 g&(genus)。， 限 二 篇 幅 ,我 们 不 能 在 这 里 讲 亏 格 的 严 
格 定义 .只 是 想 指出 ， 代 数 封闭 域 丸 上 亏 格 为 0 的 不 可 约 曲线 均 
是 有 理 曲 线 ， 即 均 双 有 理 同 构 于 仿 射 直线 有 。 从 而 亏 格 为 0 的 不 
可 约 曲 线 只 有 一 个 双 有 理 同 构 类 . 亏 格 为 1 的 不 可 约 代 数 曲 线 叫 
作 是 椭圆 曲线 ， 它 们 可 分 成 无 穷 多 个 双 有 理 同 构 类 .事实 上 ， 可 
以 构 作 出 一 个 尺 上 的 一 维 代数 答 . 友 ,使 得 .和 上 点 一 一 对 应 于 天 
上 的 权 圆 曲线 双 有 理 同 构 类 。 一般 地 ， 对 于 某 一 族 具 有 特定 性 质 
的 代数 簇 .多 ,如 果 我 们 能 将 .多 中 成 员 的 双 有 理 同 构 类 很 好 地 参 
数 化 , 即 如 果 我 们 能 找到 一 个 上 代数 徐 . , 使 得 .多 中 每 个 代数 
徐 双 有 理 同 构 类 一 一 对 应 于 _W 中 点 ; 则 称 _H 为 多 的 moduli, 
于 是 及 上 椭圆 曲线 族 的 moduli 是 k 上 一 个 一 维 代 数 答 而 当 
8 之 2 时 , 亏 格 为 8 的 不 可 约 代 数 上 曲线 族 的 moduli 是 一 个 3 g-3 
维 的 代数 簇 ， 寻求 和 构 作 某 一 类 代数 得 之 moduli, 也 是 代数 几何 
一 个 基本 问题 ， 上 世纪 由 Riemann 等 人 对 于 复数 域 C 上 的 代数 
曲线 作 了 这 方面 的 开创 性 工作 ， 本 世纪 六 十 年 代 美 国 数学 家 
Mumford 在 moduli 问题 上 作 了 出 色 的 工作 ,获得 1970 年 Fields 
奖 ， 

Euler 在 研究 不 定 积分 运算 的 过 程 中 最 早 芳 虑 到 曲线 之 间 的 
双 有 理 同 构 性 质 。 设 f(x,y) 一 0 为 复数 域 C 上 一 条 不 可 约 平面 
代数 曲线 , 则 Y 为 7 的 函数 ,y=y(x)， 对 于 每 个 有 理 中 数 了 F(X， 
了 )ECLX,Y], 研 究 不 定 积分 

1 一 人 Prsy(z))az 

的 计算 问题 ， 一 个 重要 问题 是 ， 这 个 不 定 积分 是 否 可 以 表达 成 初 
等 函数 形式 ? 当 曲 线 C:f(x,y)==0 为 有 理 曲 线 时 ， 管 案 是 肯定 
的 ， 因 为 设 p:k 一 C0,:C>k 为 互 逆 的 有 理 上 映射 ,g(t) 二 (91(#)， 
2 Ct)), WN pt), pt) ERE), yt, y)ER(T, y), 于 十 1= 


f (g(t) ,s(t)) pi(t) dt， 此 时 被 积 函 数 是 1 的 有 理 函 数 . 
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从 而 了 是 上 的 初等 国 数 。 冉 代 入 1=V%zy)， 即 将 工 表 成 和 
的 初等 限 数 形式 . 

比如 说 ,根据 例 8, 每 个 复数 域 C 上 的 不 可 约 二 次 曲线 C:y? 
-arx*“+ bzx+c 均 是 有 理 曲 线 (a，5,，cEC). 从 而 不 定 积分 了 = 
{rd rr,Varitbr+c dd 均 可 表 成 +Y 和 Yar?:+bxw +c 的 初等 


函数 ,从 而 也 是 x 的 初等 函数 .而 例 8 中 给 出 的 曲线 C0C 与 仿 射 直线 
k 之 间 互 逆 的 有 理 映 射 , 就 是 计算 不 定 积分 时 所 采 用 的 Euler 
又 如 : 当 esx1 时 ,曲线 C:y? 二 (1 一 xz?)(1 一 ex!) 的 亏 格 为 1， 
即 为 椭 贺 曲线 而 不 是 有 理 曲 线 ， 不定 积分 
了 ,一 cd 
Vv (1—2*)(1— ex’) 
不 能 表 成 x 的 初等 函 数 ，7o 是 椭圆 积分 ， 而 它 定义 出 的 函数 则 
椭圆 函数 ， 


最 后 我 们 谈 谈 交换 代数 中 的 局 部 化 方 革 在 研究 代数 簇 局 部 性 
质 和 整体 性 质 的 过 程 中 所 起 的 作用 . 设 & 为 代数 封 闲 域 ,为 k" 
中 的 代数 集合 。 对 于 玉 上 每 个 点 P=(a1*……* ,an)， mp 二 {f(z 
EELV Ta ,Gn) = 二 0} 是 坐标 环 RELF] 的 极 大 理想 ， 
并 且 每 个 极 大 理想 均 有 如 此 的 形式 ， 我们 把 局 部 环 [EV jm; 岂 作 
是 代数 集合 V 在 点 了 处 的 局 部 环 。 如 果 五 为 代数 徐 , 则 RLY] 是 
整 环 ,kLV] 可 看 作 是 REV jm 的 子 环 ,而 R[V] 和 [Vjm 的 商 域 
均 是 注 的 有 理 隧 数 域 & (VV), 并且 

pV lm, = (TE f,g ERLV], ga, ass0| 


={f/ge ER(V))If,gERIV],f/g 在 (Qa1,"… ,Qn) 有 定义 }. 
在 点 卫 = 二 (qi,*'* ,Qn) EV 处 有 定义 的 有 理 国 数 叫 作 是 在 点 书 正 
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则 的 函数 ， 于 是 局 部 环 LT jm, 即 是 在 点 尸 处 正则 的 有 理 函 数 
环 ， 这 是 Noether 局 部 整 环 ， 我们 知道 , 对 于 任 意 整 环 RR， 均 有 
R= [| Rbp= [| Rm(§3.2 习 题 3). 取 R=k[V]， 


PESpecE mEMaxR 

我 们 便 存 
R[F]= 人 REV1n,. 
PEYV 

它 的 几何 意义 即 是 ， 代 数 徐 六 上 的 一 个 有 理 函数 如 果 在 六 的 每 点 
均 正则 ， 则 必 为 多 项 式 函 数 . 

利用 局 部 环 上 FF ]mv。 我 们 还 可 研究 代数 伴 耻 在 点 书 的 奇异 特 
性 ， 以 及 两 个 代数 徐 在 公共 点 书 处 的 相交 特性 等 ， 还 可 以 通过 局 
部 来 把 握 『 的 整体 特性 .我 们 这 里 就 不 仔细 讲述 了 ， 


2 题 

(让 均 为 代数 封闭 域 ) 

1. 设 生 和 了 为 有 和 上 ”中 的 代数 集合 。 求 证 有 有 -代数 同 构 ， R[x 
7 兰 RLXJQR[Zj( 右 边 为 有 -代数 的 张 量 积 ,参见 $86.2 习题 5) . 

2. 有 :中 曲线 x 二 yy 与 仿 射 直线 户 双 有 理 同 构 但 是 不 同 构 。 试 给 出 曲 
线 x* 二 y’ 与 仿 射 直线 之 间 一 对 互 逆 的 有 理 上 映射 . 

3. 设 记 是 如 中 由 y= 二 zz 和 z= 定义 的 代数 集合 。 试 将 记分 解 成 有 
限 个 互 不 包含 的 代数 筷 之 并 。 并 证 明 每 个 代数 簇 分 支 均 双 有 理 同 构 于 仿 射 
直线 ， 

4. (1) 证 明 {(t, 如 ,起 ) ER*|tE RRR} 是 有 理 曲 线 ， 

(2) 证 明 (#? 十 y*): 二 a:(x: 一 y:)(aEk&) 为 hk 中 有 理 曲 线 ， [提示 ， 研 
究 此 曲线 与 x 十 y 一 tx 一 y) 的 交点 。] 

(3) 求证 极 坐标 表示 的 平面 中 代数 曲线 7 二 sin 3 p 为 有 理 曲 线 . 

(4) 求证 中 双 曲 线 xy= 荆 与 仿 射 直线 玉 双 有 理 同 构 但 是 不 同 购 。 


信和 


$ 6.4 代数 整数 环 


现在 谈 代数 数论 ， 我 们 在 第 五 堂 §5.3 中 证 明了 ， 每 个 代数 
数 域 玉 ( 即 有 理 数 域 Q 的 有 限 次 扩张 ) 的 代数 整数 环 Or ( 即 Z 在 
K 中 的 整 闭 包 ) 均 是 Dedekind 整 坏 、 从 而 Or 的 韭 堆 分 式 理想 全 
体形 成 群 , 今 后 这 个 群 表示 成 T(K), 这 是 以 Ox 中 全 部 非 零 素 更 
想 为 基 的 自由 Abel 群 ， 另 一 方面 ，Ox 的 主 分 式 理想 全 体形 成 
7 (到 ) 的 子 群 ,今后 记 成 PC(K). 可 以 证 明 ,04 的 理想 类 群 (或 叫 作 
是 的 理想 类 和 群 )C(K)=1(K)/P(K) 是 有 限 Abel 群 ， 我 们 在 
第 五 章 末尾 还 证 明了 : 0x( 或 K) 的 理想 类 数 h(K)==|C(EK)| 为 
1 之 0x 是 唯一 因子 分 解 整 环 全 >Ox 为 主 理想 整 环 . 如果 考 虑 
乘法 群 K*= 一 40} 到 群 P(EK) 的 辣 态 ， a 一 (a) 一 aOr， 易 知 这 
是 满 同 态 并 且 核 为 Ox 的 单位 群 U(Ox)， 这 个 单位 群 今 后 记 为 
U(K)， 在 代数 数论 中 对 于 U(K) 的 结 构 也 有 很 明确 的 结果 .于 
是 ,代数 数论 最 基本 的 研究 对 象 体 现在 下 面 两 个 Abel 群 正 合 序列 
之 中 ， 

1—>P(EK)—OI(K)— CC(K)—1, 
I—>U(K > KR — P(EK)—1. 

自然 会 提出 如 下 一 些 问 题 ， 

问题 1 ”对 于 给 定 的 代数 数 域 斥 ， 如 何 决定 它 的 代数 整数 环 
Or? 

问题 2 每 个 素数 了 在 Dedekind 整 环 Or 中 的 扩张 理想 
pOx 应 当 有 素 理 想 因子 分 解 式 ，pOx = pf bg ， 如 何 决 定 这 个 
分 解 式 ? 

问题 3 ”如何 计 算 Ox 的 理想 类 数 h(K)? 

在 这 一 节 中 ,对 于 任意 代 数 整 数 环 O04, 我们 就 前 两 个 问题 给 
出 某 些 一 般 性 结果 .在 下 一 节 中 ,我 们 对 一 类 特殊 的 代数 数 域 一 一 
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二 次 域 给 出 更 具体 的 答案 和 某 些 应 用 . 


关于 问题 1， 首 先 有 如 下 的 一 般 性 结果 . 

定理 6 设 K 为 n 次 代数 数 域 ( 即 [K:Q]=dimoK 王 n), 则 
代数 整数 环 Or 是 秩 为 n 的 自由 乙 - 模 . 

证 明 设 al,…',a; 为 RQ 上?% 维 向 量 空间 K 的 一 组 基 , 必要 
时 乘 以 一 个 大 的 自然 数 ， 我 们 不 妨 设 ci:E 0z(1<i<n)。 我 们 在 
$5.3 定理 7 的 证 明 中 知道 存在 非 零 有 理 整 数 g ,使 得 Or 是 自由 


Z- 模 了 Z 田 … 申 学 Z 的 Z- 子 模 。 但 是 自由 Z- 模 的 子 模 仍 是 


自由 2Z- 模 ， 从 而 Oz 为 自由 Z- 模 ,并 且 rankzOx<n。 由 于 
xl ,Gr 是 Oz 中 一 组 Q- 线 性 无 关 元 素 , 从 而 它们 也 是 Z- 线 性 
无 关 的 ， 由 于 rankzOr 等 于 Ox 中 2Z- 线 性 无 关 元 素 的 最 多 个 数 . 
于 是 rankz0Or 宇 nn， 从而 rankzOr 二 nn, 即 Oz 是 秩 %* 的 自由 ZZ- 
模 .| 


定义 秩 n 自 由 Z- 模 Oz 的 每 一 组 基 @1,*…',。, 均 吊 作 是 
Ox( 或 域 扩 ) 的 一 组 整 基 . 

于 是 , 若 ol …… ov 为 Or 的 一 组 整 基 , 则 Zr= oftZ 由 中 
oO 乙 ， 换 句 话说 , 域 玉 中 每 个 代数 整数 〈 即 Orx 中 每 个 元 素 ) 均 可 
唯一 的 表示 成 =miol+… +mnooiGZ。 决定 Or 的 整 基 
是 代数 数论 的 很 基本 问题 . 

正如 向 量 空 间 的 基 有 不 同 取 法 一 样 ， Oz 的 整 基 也 可 有 不 同 
取 法 . 但 是 Or 的 两 组 不 同 的 整 基 有 一 定 的 联系。 设 {ol， ……， 
on 和 (toli，…… oo 是 Or 的 两 组 整 基 , 则 每 个 @; 可 表 成 @1,…… 
on 的 Z- 线 性 组 合 , 且 反之 亦 然 . 于 是 我 们 有 


(NY) 


On 
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共 中 了 和 六 为 二 阶 方 阵 并 且 元 素 属 于 Z， 由 于 (to 和 {oo} 均 为 
莒 基 ， 可知 开交 三 靖 (2 阶 单 位 矩阵 )， 从 而 det M.det N--1, 
但 是 det MEZ。 于 是 det 人 Y= 土 1. 有 反之 ， 如 果 { wi} 是 一 组 整 基 ， 
桩 是 元 系 属 于 Z 的 % 阶 上 方 阵 , 并 且 det 及 二 土 1, 则 歼 是 可 逆 方 
阵 ,; 并 且 北 如 下 的 元 素 也 属于 Z。 从 而 由 (1) 式 第 一 式 定义 的 
to 必然 也 是 整 基 . 这 就 证 明了 : Orz 的 不 同 整 基 之 间 的 变换 方 
阵 是 元 素 属 于 ZZ 且 行 列 式 为 士 1 的 % 阶 方 阵 . 

设 cl……，o 是 代数 数 域 玉 到 复数 域 C 中 的 2 个 不 同 的 妊 
入 ( 见 §5.3 定理 7 的 证 明 所 述 ,注意 天 /Q 必然 是 域 的 可 分 扩张 ， 
从 而 嵌入 个 数 等 于 % = 二 [LK:Q]), 不 妨 设 oil 为 恒 等 骨 入 ， 由 于 每 
个 o; 在 Q 上 的 限制 都 是 恒 等 映 射 ( 因 为 Q 只 有 唯一 的 自 同 构 ), 从 
而 由 (1) 式 得 到 


OO1) 0,(01) TIOI) On ) 
oe. Mi: ，， 
Oo) On(COn) Ci(oOn) on(On) . 


(TO0;)) = MT 0;) M", (2) 


于 是 


其 中 TT(a) 二 20.(a)(a EK) 即 是 §5.3 定理 7 证 明 中 定义 的 


一 】 
元 素 4 的 迹 ,7T(a)EQ。 并 且 当 aE0O0zx 时 ,那里 证 明 了 Tl(a)€ 
Z. 


定义 设 a1,*…*,ansEK, 则 QQ 中 元 素 
A(ai,'** ,Qn) =det(T(aiQ,;)) ci san = 


oOi(cali) ons(al) flo(a): :oi(a,) 


Oi(Gan)* :On(Gn) | oal) One(an) 
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为 fa pi 的 判别 式 . 如果 a,E0r(1<i<n), 则 A(ai,……， 
an)cG 也， 

下 一 引 理 志明 判别 式 可 用 来 判别 tel ,ca} 是 否 可 作为 Q- 
问 量 空间 乓 的 一 组 基 ， 

引 理 3 设 有 KK 为 7 次 代数 数 域 ,a1,，…… ,anEK, 则 

(1) A(ai, aa)s0 拓 >ai au 是 Q- 线 性 无 关 的 ， 

(2) 如 果 {o ,oj 是 Or 的 一 组 整 基 , 则 A(wr，…， | 
由 COx 所 决定 而 与 整 基 {o,} 的 选取 无 关 ， 

证 明 (1) 我 们 知道 代数 数 域 玉 是 Q 的 可 分 扩张 , 从 而 为 单 
扩张 。 即 存在 a € K( 蕉 至 可 取 4 EO0x), 使 得 及 二 Q(a)。 于 是 
1,4,"… ,0” 是 Q- 同 量 空间 闫 的 一 组 基 。 而 

1 ae. 1 2 
oi(a) on(Q) 
A(1,w……， an 1)=|  ， , 

oa)" lo (oa) 

由 于 对 干 域 K 的 生成 元 9 ,01(a),"… ,0a(Q) 是 彼此 不 同 的 ， 从 
而 上 式 右 边 的 Vandemond 行 列 式 不 为 零 .于 是 A(1,a,' ,a”) 六 
0. 现 在 对 于 KK 的 任意 一 组 Q- 基 ial,…: ,an}, 则 它 与 基 {1,a,*……， 
Q" 1!) 之 间 的 变换 方 阵 是 元 素 属 于 Q@ 的 % 阶 韭 异 方 阵 如。 于 是 
A(c ,Grn) 和 A(1,a,-… ,a"') 相差 因子 (det())ss0。 即 
A(ai,*… ,Qn) 六 0 反之, 如果 al,"… ,as 不 是 天 的 一 组 Q- 基 , 即 
它们 是 Q- 线 性 相关 的 。 则 


Cn 
其 中 det( 开 )= 王 0。 从 而 A(ai1y*''*,Qn) 二 det(2W))?'A(l,a,*'**， 


a”" 1) 一 0， 
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(2) 设 {tol oo 和 {or os 是 Or 的 两 组 整 基 ， 则 
它们 的 变换 方 阵 开 的 元 素 属 于 Z ,并 且 行 列 式 为 土 1， 于 是 Atwi， 
Oo 和 A(ol oO 相差 因子 (det(4) 六 =1. 妈 人 Co， 
On A OL On). 这 就 表明 A(w@1,…,w%,) 是 Or( 或 到) 本 身 
的 特性 ， 与 整 基 的 选取 方法 无 关 . 上 


定义 A(ol ,0@) 册 作 是 Qx (或 域 R) 的 判别 式 , 表示 成 
q( 互 )。 由 于 整 基 {ol,……,o*} 必 然 也 是 域 开 的 Q- 基 ,从 而 dU(K) 
是 非 零 的 有 理 整数 . 

判别 式 & 五) 对 于 寻求 Ox 的 整 基 是 有 益处 的 . 

5| 理 4。 设 XK 为 % 次 代数 数 域 ,a(K) 是 KK 的 判别 式 ,&1,*……， 
ccEOr 并 且 A(cl……ao) 关 0， 则 | 

(1) cl，'…，an 是 Or 的 一 组 整 基 生字 A (ai，…… an) 二 
a(Kk). 

(2) 如 果 有 理 整 数 A(al,……… ,as) 没 有 平方 因子 ( 即 不 被 大 于 
1 的 某 个 自然 数 的 平方 所 整除 ) , 则 a1,，… ,a 为 Or 的 整 基 . 

证 明 (1) 瀛 根据 定义 . 

和 拓 : 由 于 Qi ,GnEOxr, 从 而 有 元 素 属 于 ZZ 的 % 阶 方 阵 H 


使 得 
Ql | 
HE 


0 CD 
其 中 {fo@1 … ,os} 是 Ox 的 任意 一 组 整 基 ， 于 是 A(cli，……:,can) 王 
(det( 2))2@(R)。 从 而 
Acli… 0)=aA(K EdetM)= 土 1 全 人 >ci Cn 为 COk 
的 一 组 整 基 . 
(2) 如 果 1,… ,a; 不 为 整 苏 , 则 对 :于 上 面 的 方 阵 3Y 我 们 有 
1det(MM)| 守 2。 从 而 (det( 有 YI))|Ai21,'… Qn)EZ。 这 与 假定 
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A (al，……， ,Qn) 无 平方 因子 相 饿 盾 . 从 而 dl" "an 必然 是 Orx 的 
一 组 整 基 . | : 


例 1 设 =B(Y 二 6), 这 是 二 次 域 注意 二 (1+ 二 15) 


EOx ,因为 它 是 首 一 多 项 式 7 一 x 二 5EZLx] 的 根 。 天 在 C 中 的 
两 个 伐 入 是 蚀 等 映射 和 共 圈 映射 o, 其 中 ol(a+by 一 19) =a 一 


bY 一 16(a,bEQ)。， 从 而 1 和 六 (1+ 久 二 配 ) 的 判别 式 为 
1 | 
,二 (1+ Y 二 二))= = 一 19 
A(1 >(1+ 可 ) ， 1(1_ v=) 19 
由 于 一 19 无 平方 因子 , 根据 引 理 4 可 知 | 1 ,去 (1+ V 一 配 )| 是 Oz 
的 一 组 整 基 ， 于 是 0r=Z@Z (去 + 冯 VY 一 王 )=Z | 去 + 译 


V16|. 并 且 d(K)= 一 19. 


例 2 zx 一 ++1 是 Q[zxj] 中 不 可 约 多 项 式 (由 于 x5--w+1 
(mod 5) 不 可 约 , 从 而 在 ZLzj 中 不 可 约 , 于 是 在 QLzj 中 也 不 村 
约 ). 令 和 是 此 多 项 式 在 C 中 的 一 个 根 ， 则 下 =Q(0) 为 五 次 域 ， 
并 且 06Ox。 设 0 的 共 恩 元 素 为 0=0,0，… ,9;。 则 

A(1,0,0?,03,0) = det(T(O0'’)) oc cd 
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5 
其 中 s=T( 的 = 一 2 0 这 是 和 ,05 的 对 称 国 数 , 从 而 可 以 表 
k= 1 


成 0…… ,6 的 初等 对 称 了 消 数 ( 即 x 一 x 十 1 的 诸 系 数 ) 的 多 项 式 ， 
由 此 可 算出 A(1,0,02,93,.64) 王 19x151。 它 没有 平方 因子 。 于 是 
{1,0,0:,03,04} 是 Or 的 整 基 , 妈 Oz=2Z[91], 而 d(K)=19x151., 
(习题 中 给 出 计算 A(1,0,0,903,94) 的 更 好 办 法 )， 


我 们 在 § 5.3 定理 7 的 证 明 中 兽 定 义 元 素 a EK 的 范 N (a) 
=] co)ea. 并 且 当 weEor 时 ,NCc)EZ， 现在 我 们 来 定义 


Ox 中 理想 (0x 中 的 理想 称 为 整理 想 ) 的 范 ， 设 na 为 Or 的 非 零 整 
理想 , 则 a 是 Oz 的 一 个 Z- 子 模 ， 由 于 Ox 是 秩 % 的 自由 ZZ- 模 ( 引 
理 1), 从 而 子 模 a 也 是 自由 2Z- 模 , 并 且 rankza 扫 ?2 另 一 方面 ， 
aNZ 是 ZZ 的 非 零 理想 (因为 车 0 妆 a Ea, 则 0 六 NN (a)Ea 闪 mnZ). 

从 而 (mm) 王 Za, 其 中 如 为 目 然 数 ， 于 是 当 {(ol…… on 为 Or 的 
一 组 整 基 时 ,mow;Ea(1l<i<n)。 并且 aa 中 元 素 和 ol oO， 
是 Z- 线 性 无 关 的 、 这 就 表明 rankza==n, 即 a 也 是 秩 7% 的 自由 2- 
模 。 设 4 二 a1Z 合 :…: 名 a,Z， 则 


Be 


其 中 4=(a;;) 为 n% 阶 方 了 泗 ，ai;E2 并 且 det(4) 六 0。 如 果 {@;} 
是 Or 的 为 一 组 整 基 ,a= clZ 申 …' 申 cnsZ , 则 


f 


小 习 ( 


n ?3 


其 中 收入 均 为 元 素 属 于 世 的 阶 方 阵 . 而 det(M)= det(N)= 
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i ， 


土 1， 由 于 


/Ql 1 
CQ ad, 


从 而 |det(4)|= [det( 开 AN)|, 这 表明 |det(4)| 与 自由 2Z- 模 a 
的 基 {c 和 Cr 的 整 基 {ww,} 的 不 同 取 法 无 关 , 即 它 是 理想 a 本 身 的 
性 质 . 

定义 jdet(4)| 称 作 是 非 零 整 理想 a 的 范 ， 表 示 成 N(a). 

由 定义 易 知 NOrk) 王 1 ( 取 tcl aa 一 (oOl On ， 可 
知 4 二 了 ,)， 

理想 的 范 有 如 下 一 些 基 本 性 质 . 

引 理 5 设 天 为 2 次 代数 数 域 ,0 为 Or 中 非 零 整 理想 ， 
册 

(1) 商 环 Ox/a 是 有 限 环 ,并 且 N (9)==10x/aj. 

(2) 如 果 a=p pb 是 9 的 素 理 想 分 解 式 ， 其 中 pl，…，p 
是 Or 中 两 两 不 同 的 素 理 想 ，ej 疡 1， 则 wa)=N (pi 
N (PD,)”, 

(3) 设 5 也 是 Or 中 非 零 整 理想 , 则 N(ab)== NC(a) NN (6)， 

(4) 设 {cl……，cs 是 a 的 一 组 Z- 基 ， 则 wkci，… :co) 一 
NGCa) cd 五 )。 

(5) 对 于 0ssaEOx, 则 N(aO0r)=N(a) ( 布 边 为 元 素 a 的 
范 ). 

证 明 (1) 根据 82.6. 定理 12, 我 们 可 以 取 04x 的 一 组 整 基 
oO 0 使 得 Or 三 OZ 四 四 oZn 一 ai0OIZ 中 … :中 anZ， 
4jiEZ， 于 是 


(7 


人 n Oh, 过 


由 定义 即 知 Ng) 一 ad。 另 一 方面 ,我们 有 乙 - 模 间 构 
Or/o= (TDDBoT) /A201TO .Data2) 
EwZ/a0 LD DoZ/anoLZ/a LD 中 Za 
于 是 IO2x/ejl=|1a as|= 和 NGa). 
(2) 由 中 国 剩余 定理 我 们 有 环 的 同 构 : 
Or/a0r/P1OD.:. .BOr/PpY, 


因此 W(o)=10z/al=T[iox/pf24= 【LN CP?) 我 们 只 需 再 


证 ， 对 于 每 个 (0) 记 PE SpecOx, 和 e 二 1, 均 有 和 N(P*) 二 入 (Pp)” 其 
可 。 对 每 个 >1, 取 a Eb 一 p* ,并 作 上 映射 


K+1 
pOr> 25 一， rar(mod p'*!), 


由 a 的 选取 可 知 (a)=p**a ,其 中 a 是 与 了 互 素 的 整理 想 。 于 走 
aOr+ pti=~((a) ,p11)= (pa pr) 一 入。 从 而 9g 是 从 Oz 到 
pr/pati 的 Ox- 模 满 同 态 。， 另 一 方面 ， 
rE Ker g(ar) EP ti Hp ti|(ar)= Pa’ (x) 
<>PI(r) > EP. 
从 而 Ker wg =p， 因此 我 们 有 Ox- 模 同 构 0O"/p 估 六 /pp 于是， 
N(P°)=|Or/p°|=|1Or/p|: |p/Pl-..- Ip /pl| 
=|Or/Pp]*= N (Pp)., 
(3) 将 a 和 5b 表 成 素 理想 分 解 式 之 后 ,由 (2) 立 刻 得 出 (3)， 


(4) 令 
位 1 | 
Qn On 
由 定义 知 和 N(a)==1det(M)|. 设 ol os 是 天 到 C 中 的 2 个 


修 入 , 则 (oi(a;))= 二 寻 (o:《w%,;))， 于 是 
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Ala a) (det(o(a;))) := (det(M)) (det(o,(@,))) 
= 和 (ao)A(ol ,0 ) = N(a)d(K). 
(5) 车 a=(c). 则 aol……aon 是 a 的 一 组 Z- 基 .由 (4) 
知 ACawi GQ) 入 (0)*d( 玉 )， 但 是 男 一 方面 ， 
d(aw,...,awn)= (det(o,(a)o(w,)))? 


-(II oi(a) ) (det(o;(@;))) 


=— Nta)’d(Kk)., 
于 是 |N(a)|=N(a). | 


现在 我 们 转 而 研究 问题 2， 即 对 每 个 素数 2 ,如何 得 出 PO: 在 

Dedekind 整 环 Ox 中 的 素 理 想 分 解 式 

POr 一 Ph 全 "pee, (1) 
其 中 pi， ，pe 为 Og 中 两 两 不 同 的 非 零 素 理 想 ，ei 关 141 委 ?到 
E)， 

由 于 了 在 己 中 的 限制 是 己 的 非 零 素 理想 ,但 是 DEPi， 从 而 
“ZpPZ。 另 方面 ,对 Oz 的 其 他 非 零 素 理想 Pp,(1<i<g)， 
则 PP 与 pOk 二 p41… psr 互 素 ， 从 而 P 门 ZpZ，。 这 至 少 在 理论 
上 刻画 出 Or 的 哪些 素 理想 ? 可 作为 pOz 的 素 理想 因子 , 即 P[\Z 
二 PpZ( 或 者 写成 p EP) 的 那些 素 理 想 了. 

作 环 的 同 态 p:Z 一 Or/pi， n>n(modp;). Ker p=Zf\P;= 
2Z， 于 是 给 出 环 的 单 同 态 Z/2ZZ 一 Orx/pi。 但 是 两 边 均 是 域 ， 而且 
均 是 有 限 域 ， 因 此 域 Or/p: 是 了 元 域 Z/pZ 的 有 限 次 扩张 . 从 而 
NNO;) 二 10g19;| 二 Pp。 我 们 称 f ;一 了 (P/V;) 为 Pi 对于? 的 剩余 
类 次 数 ,而 分 解 式 (1) 中 的 e; 二 ex(P/P,) 叫 作 是 9, 对 于 2 的 分 野 指 
数 . 这 些 参数 之 间 有 一 个 简单 的 公式 ， 

引 理 6 设 关 为 对 次 代数 数 域 , 对 于 素数 p,(1) 式 为 pOr. 
在 Ox 中 的 素 理 想 分 解 式 。 则 
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8 


> eifi=n. 


i=1 

证 明 ”将 分 解 式 (1) 两 边 取 范 ， 左 边 为 NUpOk) 一 和 CD) 一 2 
( 引 理 5 的 (5)), 右 边 为 和 (91) 和 NC(pe) 一 2 于 是 
2 一 el 入 二 二 ecf | 


现在 我 们 给 出 求 分 解 式 (1) 的 一 个 颇 为 有 效 的 方法 . 

定理 7 设 丰 为 n 次 数 域 , K 一 Q(a),aEOr.。 f(+)=x"+ 
cx" + 十 CnEZLzj] 是 a 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 , 则 

(1) ZLaj 为 Or 的 子 环 , 并 且 加 法 商 群 Ox/ZLaj] 是 有 限 群 . 

(2) 设 2 是 素数 并 且 p+ 10r/ZLaj|, 令 f(x) 在 主 理想 整 环 
Z/pZLz 中 分 解 成 

jz) 王 所 (7) ez) mod 2)， 

其 中 万 (z)，…，fe(z) 是 ZLZJ] 中 首 一 多 项 式 ,并 且 看 作 ZV]/2ZLz] 
中 元 素 时 是 彼此 不 同 的 不 可 约 多 项 式 . 则 ?9.==(p,f(Q))(1<i< 
8 ) 是 Or 中 gg 个 两 两 不 同 的 素 理 想 ， 并 且 pOz 在 Ox 中 素 理想 分 
解 式 为 pOxr = 二 Pipsr， 而且 f; (p/P;) = deg f; (x) (1<i< 
8). 

证 明 (1) ZLaj] 显 然 是 Oz 的 子 环 , 并 且 它 们 均 是 秩 %* 的 自 
由 2Z- 模 ,于 是 有 整 基 {@1，，…,。%,}, 使 得 Or 一 Zw! 四 …… 中 Za 
Z [al=ZmoD BTM Mm EZ 于 rankzZ[fa]j=n, 从 
而 mr 均 不 为 0， 于 是 有 Abel 群 同 构 

Ox/ZLajs=Z/1IZ 引 … BZ/ mL, 

从 而 10r/ZLaj]|= 二 1mi…… msl 有限， 

(2) 令 玫 =deg f(x)(1<i<g)。. 我 们 先 依次 证 明 如 下 三 件 
事 ， 

(4) 对 于 每 个 i 或 者 P= 二 Ok 或 者 Ok/7i 为 9'' 元 域 ， 这 是 
因为 ， f(x)(modp) 不 可 约 ,; 从 而 了 ;二 Z/PZLzj/(f (4)) 为 域 ， 
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我 们 有 环 的 自然 满 同 态 wp:Z[z]-， 2PA ,8(z)->g(z) (mo 


dp,fi(z))。Ker p 一 (p,f(x) )， 从 而 有 环 同 构 Ti 


-25 二。 但 是 有 边 为 p'' 元 域 ， 从 而 左边 也 是 域 。 于 是 《2 
fi(z)) 是 ZLz] 的 极 大 理想 。 再 考虑 环 的 同 态 
TI:ZL7] 一 Or/ (2)F> (xc)(mod pi)， 

由 于 P= 二 (p,f(Q)) ;从 而 (Pp,f(#))Ker x。 但 是 (p,f,(*)) 是 
ZLz] 的 极 大 理想 ,从 而 Ker x 二 (p,f (zw)) 或 者 Ker x 王 ZLx1. 只 
需 再 证 明 x 是 满 同 态 , 即 得 (4) 中 结论 ( 因 Ker x 的 上 述 两 种 可 能 
分 别 对 应 于 Ozr/P; 为 人 元 域 和 Pi 一 Ox 两 种 情形 ) .为 证 x 是 满 同 
态 , 又 只 需 证 明 b:+ZLe]=Or. 但 是 pi 汪 2pOx， 从 而 又 上 只 需 证 pOx 
+Z[oj=Ox 即 可 。 这 时 我 们 要 利用 定理 假设 p10r/Z[Lea]l. 

由 于 10xr/PpOr1==2", 而 R=Or/(Z(a) + pOz) 是 Or/Z(a) 的 商 群 ， 
从 而 | 五 | 除 尽 1Ox/ZEcji， 同样 理由 | 有 RI 也 应 当 除 尽 1Oxr/pOx|. 

但 是 上 述 表 上 明 |0Ox/ZLal 和 |Oxr/pOx | 互 岩 ;于是 [EI=1, 即 ZEa] 
+ pOx 一 Oz。 这 就 完全 证 明了 (4). z 

(B) 1<i 生 j<g;, 则 (pi;,p;) 二 1( 互 迪 )。 这 是 因为 , f(x) 和 
f(z%) 是 Z/pZLz] 中 不 同 的 不 可 约 多 项 式 , 从 而 有 h(x), k(x)E€ 
Z/pZLzx], 使 得 h(xr)f (x)+k(z)f(z) 三 1(mod 7p). 代入 a 得 
到 f(a)h(a)+ f(a)k(a)==1(mod pO0;)， 从 而 1= (2p, f(a), 
f;(a))=p+p;= (pi,p,;). 

(C) pOxrlpi…'psis。 这 是 由 于 ; 令 9p 二 f(a)， 则 ;= (2， 
y;)。 由 (B) 知 1<i 和 二 gg 时 ,(p,yi07;)=1. 令 4=(p,Yf… 
p85), 则 pips= (Dp) (Dp2) = (Pp, Py Pp2, p12) (PP (Pp, Pi 
?2) Vip2) = pp172) .pI= (pp1) = (Pp, P71 V1)E(p, 1). 所 
此 归纳 下 去 即 知 Pf ps 三 (p,y 和 -747) 一 a, 只 需 再 证 a = pOx 


2916 *， 


勒 可 为 此 将 xz=a 代入 flz)= 太 (rz) 和 foe(z) modp) 得 到 
0 一 Ja) 三 广 (a)0 fela) =p ys (modpOr). Bh yf 
ys*EpOr. 从 而 0=(DY 人 ?5 一 (用 ) 一 DOx。 

现在 证 明定 理 7 的 (2) ， 由 (4) 我 们 不 妨 设 pi,*… . ,p。 均 不 为 
0Oz ,而 hi 一 …… 一 MOx 则 pb;(1<;iss) 为 Ox 的 素 理想 ,pO4 三 Pi， 
并 且 f(p/p;)==f (1 志 i<s)， 由 (B) 知 Pi, ,彼此 不 同 。 由 
(C) 知 pOklp 和 pb 于 是 pOx 一 pydi<ei(Ts<siss)。 利 
用 引 理 6 可 知 


n=difit+*:**. +d,f,<efit'''+e,f ,<efit+.*:+ eefe. 


但 是 由 f(z) 三 fi(w) i: f(r) (mod Dp) 可 知 n 二 deg f= > 
degj(z)= 5 e,f;,， 于 是 只 能 是 g=s;, 并 且 e1=qd,(1<<i 忆 gg). 这 
i=1 


就 完成 了 定理 7 的 证 明 . | 

注 记 ”如 果 Or 中 存在 形 如 {1,a,，… ,a”!)} 的 整 基 , 妈 Ox = 
ZL[aj, 则 |Ox/ZLajl==1。 从 而 对 每 个 素数 p 均 可 用 定理 7 的 办 法 
求 2ZOx 的 素 理想 分 解 式 .我 们 在 下 节 中 会 看 到 ,每 个 二 次 域 太 均 
有 形 如 {1,a} 的 整 基 ， 但 并 不 是 每 个 域 都 可 以 这 样 作 的 (习题 
1 )， 

例 3 ff(z)=z3+Z7+1 是 QLz] 中 的 不 可 约 多 项 式 , 令 oo 是 
jz) 在 复数 域 上 的 一 个 根 ， 则 到 =QGCo) 为 三 次 数 域 . 经 计算 知 
A(l,o,o2) 三 一 31, 没 有 平方 因子 , 从 而 Orxr=ZLoj， 利用 定理 7 
我 们 可 以 得 到 任何 素数 p 在 Ox 中 素 理 想 分 解 情况 ,比如 : 

对 于 p= 二 2, 了 (zx)(moqd 2) 无 根 ， 从 而 f(2) 在 2/2 ZLzj 中 仍 
不 可 约 . 因此 2 0x 为 Ox 中 素 理 想 . 

对 于 ?=3,f(z)= 三 (YX 一 1)(z2+z 一 1)(mod3)。 而 w+Y 一 1 
在 Z/3 ZLz]j 中 不 可 约 ， 于 是 3 Or 二 Pip2， 其 中 pi 二 (3,@ 一 1)， 
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bz 一 (3,o2+ wo 一 1) 是 Ox 中 两 个 不 同 的 素 理想 , 并 且 j(3/pi) 三 1 
(3/pz) 一 2, 即 WCGpD) 一 3， VCp) 一 9。 

对 于 p=31,xz3+xY+1T=(z 一 3)(z 一 14)2(mod 31)。 于 是 31 
Or 一 pipi,j 和 一 (31,@O 一 3)，bs 一 (31,o@o 一 14)，N(CpD 三 和 (Pp2)= 
31 


本 题 

1. 设 w 是 jz)=zs+5y 二 4=0 的 一 个 根 ， 及 二 Ql(a)， 求 证 为 三 
次 域 ( 即 [ 玉 :Q]=3)， 并 且 a(K)= 二 一 4'233。 

2. (Dedekind) (1) 证 明 x2: 十 x: 一 2 x 十 8 为 Qtz] 中 不 可 约 多 项 式 . 

(2) 令 a 是 该 多 项 式 的 根 ,二 Q(a)。 证 明 A(1,a,a*)= 二 4:503. 

(3) 证 明 a’=4/a E Or ,并 且 {laya' 是 Orx 的 一 组 整 基 。 

(4) 证 明 d(K)==503. 

《5) 证 明 对 每 个 y EOx (1 py?3 均 不 是 Or 的 整 基 .[L 提 示 : 证 明 A(1， 
y,y*) 是 偶数 ，] 

3. 设 f(z) 是 ZLz] 中 不 可 约 首 一 多 项 式 ,deg 了 一 n,Qa1,… ,as 是 它 的 an 
个 根 。 求 证 ， 

(1) TJ] (a; 一 a.)*€Z。 此 数 称 作 是 多 项 式 1(z) 的 判别 式 , 记 成 a,. 


1 


nn 1) 


(2) 以 站 (2) 表 示 f (zx) 的 导 函 数 ， 则 dy,= (一 1D) 于 TIf'(ai). 


(3) 令 a 二 ai,K=Q(a). 求证 A(l,a,'"*: ,a )=d,, 


n(n—m1) 


4. (1) 设 f(z) 二 xz" 十 a，aEZ, 求证 d= (一 1) pra 
(2) 设 f(z)=z"+arx++b € ZL[x]」 (不 可 约 )。 求 证 
dD CD" nD)" a tad]. 
(3) 当 (2) 中 取 n=2 和 3, 则 ww 二 az 十 5 和 ww 十 ax 十 6b 的 判别 式 分 别 为 
a 一 465 和 一 (4 4: 十 275)( 这 就 是 通常 所 称 的 判别 式 ). 
5. 复数 a 叫 作 是 单位 根 , 是 指 存在 整数 之 1 使 得 a"=1, 
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(1) 求证 : 每 个 代数 数 域 玉 中 全 部 单位 根 形 成 一 个 乘法 群 ， 并 且 是 有 
限 人 循环 群 。[ 提 示 : 设 [ 天 :QJ=2， 单位 根 a 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 为 x" 十 a 
r+" 十 -十 Gn; 求证 a1: ETZ,m 过 nn, 并 且 1a,| 志 0 (1 过 i 和 mm)， 由 此 可 知 下 
中 只 有 有 限 多 单位 根 。 而 域 中 有 限 乘 法 群 必 为 循环 群 1. 

(2) 车 a ECOr, 则 cv 是 单位 根 志 a 的 所 有 共 圈 元 素 的 绝对 值 均 为 1, 
[提示 : 令 f(z) 为 a' 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 。 证 明 deg f(z) 和 了 ,(x) 诸 系数 
的 绝对 值 均 有 界 , 且 此 界 只 依赖 CK :QJ 而 不 依赖 i。 于 是 f(x) (i 之 1) 只 有 有 
限 个 是 不 同 的 。 从 而 a (i 之 1) 也 是 如 此 J 

6. (1) 设 a 是 Ozr 的 整理 想 ,KK 为 代数 数 域 , Ya) 一 gg。 求证 g8Ea。 

(2) 对 于 每 个 整数 g 之 1 求证 在 某 个 代数 数 域 天 中 满足 入 (49) 三 g 的 整 
理想 a 只 有 有 限 个 。 : 

7. 令 玉 二 Q(a),a: 十 g: 一 2 a 十 8 二 0( 习 题 2)。 求 出 素数 3,5 和 503 在 
oOx 中 的 素 理想 分 解 式 。 


$6.5 二 次 域 

现在 我 们 将 上 节 的 一 般 性 结果 用 于 二 次 域 。 所 谓 二 次 域 下 即 
是 有 理 数 域 'Q 的 二 次 扩张 于 是 =Q(a), 其 中 a 是 某 个 不 可 约 
多 项 式 z?+ax +bEZ[x] 的 根 ， 于 是 a= 广 (nt a46), 
Va 一 45 4Q， 但 这 时 K=Q(a)=Q(VY Gi 二 45)， 如 果 a? 一 4 
=n?d, 则 =Q(V 4)， 因 此 每 个 二 次 域 总 可 写成 为 ， 

K=Q(V d),V d KZ,dEZ, 并 有 4 没有 平方 因子 . 

我 们 先 来 决定 二 次 域 的 整数 环 . 

定理 8 设 天 =Q(CY d) 是 二 次 域 ,A EZ,d 无 平方 因子 . 

(1) 对 于 元 素 a EEK, 则 , aE 0s< 沪 T(a),N(a) EL. 
二 (1+VG), 当 d 寺 1(mod 4) 时 ， 
Vd ,d=2,3(mod 4) 时 . 
则 1,@} 为 Or 的 一 组 整 基 , 即 Oz==ZL@w]= 二 ZODZo. 


(2) so-| 
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d, 当 4d 三 1(mod 4) 时 ， 
(3) dK)=| d, 当 d=2,3(mod 4) 时 , 
证 明 (1) 沪 显 然 . 艺 是 因为 a 是 首 一 多项式 Xx? 一 T(a)x + 
AtaiEZLzj] 的 根 ， 


(2) 和 (3)， 当 d= 三 1(mod 4) 时 ， 由 于 了 (二 (1+ Va)) = 1， 


N((1+V A))=T 了 -ad) ez, 从 而 由 () 知 (1+ VF) € 
Or， 又 由 于 
| 1 5(1+Va) 
上. 寺 GL+ YY 训 )| 的 判别 式 = =d. 
1 FVd) 


而 d 无 平方 因子 ,于 是 1, 广 (1+ VAH) 是 04 的 整 基 , 并 且 d(K) 
一 以 

车 4E=2,3(mod 4)。 天 中 元 素 均 可 唯一 表 成 c+ BV d ，c， 
6EQ. 由 (1D) 知 gq+BVaEO0r€ 2a,a 一 BrdEZ, 这 时 (2a)? 
一 (2 6)?4€4Z, 从 而 (2 8)?d EZ， 由 于 4 无 平方 因子 , 从 而 2 8 
EZ. 邻 2a=a,2Pp=b,WNa,bEZ,A¥FH8 ao:—bad=0 (mod 4)， 
当 dd 三 2,3(mod 4) 时 , 不 难看 出 a: 一 bd 三 0(mod 4) 的 解 必然 满 
足 a,5E2Z， 于 是 a,BEZ， 反之 , 如 果 a，h EZ， 则 显然 a+ 
BV aEOr. MWmWOr={a+ BV dala, BEZ) =ZOZV d= Z 
1 Yad 

Va 


一 一 一 


2 


[Ya];, 即 {1, Va} 是 Or 的 整 基 , 而 4(K)= ~4d.| 


下 一 步 要 研究 素数 了 在 二 次 域 整数 环 Ox 中 素 理 想 分 解 的 情 
形 ， 由 3| 理 6 证 明 的 关系 式 2 ef 二 2， 可 知 了 在 二 次 域 整 数 环 
0 中 的 分 解 只 能 有 以 下 三 种 可 能 ， 
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(A) pOr=Ppo ,Ppa Ab) 一 和 pz) 一 2。 

(B) pOx 一 pb? ,NI(h) 王 D， 

(C) DOxk=h, 即 DOr 为 Or 中 素 理想 ,此 时 N (p)= yp” 

为 了 判别 pOx 的 分 解 究 竟 属 于 哪 种 情形 , 我 们 需要 初等 数论 
中 的 一 个 符号 ，Legendre 符号 . 设 了 是 奇 素数 , n EZ, 并且 p+ 
Rn。 如 果 zx? 三 %(mod p) 有 和 解 , 则 称 ?% 是 模 p 的 二 次 剩余 ,并 且 表 示 

Nn 


成 (加)=1， 如 果 同 余 方程 52? 三 nCmod p) 无 解 , 则 称 为 模 2 的 


二 次 非 剩余 ,表示 成 (名)= 一 1， 不 难 证 明 ， 两 个 二 次 剩余 之 积 仍 


是 二 次 剩余 ,一 个 二 次 剩余 和 一 个 二 次 非 剩 余 之 积 为 二 次 非 剩 余 ， 
而 两 个 二 次 非 剩 余 之 积 是 二 次 剩余。 从 而 映射 
nN 


(5): (Z/pZ 一 (07)>《 土 1},nr>( 名 ) 


是 乘法 群 的 同 态 。 模 了 的 二 次 剩余 共有 -二 个 , 即 是 17,27，*……， 


(一 ) 的 模 了 局 余 类 ,从 而 二 次 非 剩余 也 有 二 二 个 同 余 类 。 对 
“于 大 素数 2 ， 由 定义 来 判别 是 二 次 剩余 还 是 二 次 非 剩余 是 不 广 
便 的 .但 是 在 初等 数论 中 给 出 计算 Legendre 符号 (多 ) 的 好 方法 ， 
即 二 次 互 反 律 ， 详 见 有 关 初 等 数论 的 书 . 

定理 9 设 天 =QCY 4d ) 为 二 次 域 , 4 为 无 平方 因子 的 整数 ， 
2 为 素数 ， 

(1) 如 果 pld(K), 则 pOx 王 P， 

(2) 若 了 为 奇 素数 并 且 p+ dCK)( 这 时 必然 P+ d), 则 


当 ($)=1 时 ,DOrx 一 bitpz,pr=spz。 
w/a\ 
当 (多 )= —1 时 ,PCx 王 hh， 
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(3) 若 p==2, 且 24+d(K)( 这 时 必然 4=1(mod 4)), 则 
当 d 三 1(mod 8) 时 ,2 Or 一 pipz ,pli>sba。 
当 d 汪 5(mod 8) 时 ,2 Or 一 h， 
证 明 由 定理 8 知 Or 有 形 如 {l,o} 的 整 基 , 从 而 对 每 个 素数 
了 均 可 用 定理 7 来 求 pOz 分 解 情 况 . 
(a) 设 g=2,3(mod 4)。 这 时 w= 二 Yq ，% 的 极 小 多 项 式 为 
f(z)=7x—d,d(K)=4d. 
先 设 了 为 奇 素数 .这 时 在 pj da(K)=44d 即 pid 时 ，f (x) 三 
zx?*(mod p). 于 是 pOxr 一 p?,p 二 (p,V 4)。 当 p+a(K)==44a 即 


p44d 时 ,如 果 ( 多 )=1, 即 有 aEZ 使 得 4 三 ax(mod P)， 则 7(z) 


一 x 一 d 三 (x 一 49)(% 十 a)(mod p), 并 且 a 半 一 a(mod pp)，, 从 而 
zx 一 4 和 %+a 是 Z/pZLzj] 中 不 同 的 多 项 式 .， 因此 pOx 一 Pp, 了 Pi 


xpispi=(p VE) ,hs=(p， V+a)， 如 果 ( 委 )= 一 1, 则 


f (x) 二 x? 一 d 为 模 了 不 可 约 多 项 式 , 从 而 pOx 二 7. 

再 设 p= 二 2。 这 时 pla(K) 二 4 d。， 当 d= 三 2(mod 4) 了 时 , (7) 
一 w? 一 d 三 x?(mod 2), 从 而 2 Ox 一 P,P 二 (2, ZL) 而 当 4d=3 
(mod 4) 了 时,Fxz)=w2+1=(zr+1)2mod 2), 从 而 2 Or 二 Pp:, Pp 二 
(2,J a +1). 


(b) 设 d=1(mod 4), 这 时 = 十 (1 + VE)， 它 的 极 小 多 


项 式 为 xz 一 5 一 二 (一 1)EZ[x]. dad(K)=d. 


先 设 了 为 奇 素数 .我 们 不 用 Ox 二 ZLe。w] 而 仍 用 环 ZLV 4 ]. 
由 于 | Ox/ZLVY a]|==2, 于 是 p+ 10r/ZLY CE] 从 而 利用 定理 
7 可 知 其 结论 与 4 三 2,3(mod 4) 时 完全 相同 . 


再 设 p=2,。 当 d=1(mod 8) 时 ,7 一 一 了 (d 一 1) p(x- 
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1)(mod 2)， 于 是 2 Or=hbipi,(2,o)=pispa=(2,@2 一 1)， 了 最 后 
着 d 三 5(mod 8) 时 ， vi—s—(d+1)=¢+¢+1(mod 2) ,而 2 


+z+1 是 mod 2 不 可 约 多 项 式 , 因 此 2 Oz 一 p， 


现在 介绍 一 下 关于 二 次 域 的 理想 类 数 问题 。 Gauss 最 早 研究 
了 二 次 域外 =Q(Y 一 1) 的 理想 类 数 , 证 明了 h(K)=1， 即 Ox 是 
主 理想 整 环 ， 其 证 明 完全 是 仿照 Z 中 所 采用 的 方法 。 大 家 知道 ， 
证 明 Z 为 主 理 想 整 环 的 通常 办 法 是 借助 于 欧 几 里 德 除法 算式 ; 对 
于 任意 整数 % 和 正 整 数 m, 均 存 在 9,7?7EZ, 使 得 n=gm+?7, 站 
7 之 m(g 为 商 数 ，?7 为 余数 )。 Gauss 将 欧 氏 除法 算式 推广 到 
Z [YY 一 1] 中 ,其 形式 是 ， 

引 | 理 7 设 atby 一 1, ct+dyv 一 1€EZ [yy 一 11( 即 4,5b,¢， 
aE2Z), 并 且 c+dy 一 1 沁 0， 则 有 A+BV-!1 1, C+DYyY—1E 
Z [YY 一 1], 使 得 

at+b Vis= (e+dY 一 1)(4+BT 一 1) +(C+DVY—1), 
并 有 0<N (C+DYV -DD)=0+D<N(e+t+dyv 一 1)。 


证 明 -tb 寺 atpV -ieK=Q(V I), We,pe 


Q.， 令 4 和 分 别 是 虑 a,8 最 近 的 整数 , 则 对 于 y==a 一 4 和 5= 


6 一 了 , 便 有 1?| <1/2,16| 生 1/2. 于 是 人 (+6Y 一 = Y*+0'< 


1 ,1 
了 十 本 入 1 而 


atb Vi= (c+dV -D(A+BVTI)+ (e+dY 一 1D(? 
+6(V—1). 

取 C+DV-1= (e+dy 一 1 (y+é6v—1), 则 C+DYVY—1 = 

a+by—1— (ctav—D (A+BYV—I)EZLY—1], 并且 0< 

N (C+tDV—1) = N(ct+adv—1). N(y+6yV ~—1) <N (c+ 
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ayv —1).1 
系 Z [VY 一 1] 是 主 理想 整 环 ， 因 此 二 次 域 Q(t 1) 的 理想 
类 数 为 1， 
证 明 设 a 是 ZLVY 一 1] 中 非 零 理想 . 命 c+dY 一 1 是 a 中 
范 最 小 的 非 零 元 素 , 则 对 于 每 个 a+bY 一 1Ea， 由 引 理 7 我 们 有 
a+by—1 =(c+adyv 1)(4+ByY—1)+(0C+Dy—1),4,B, 
0，DEZ, 并 且 N(C+DY 一 1) 过 Nl(c+dy 一 1)， 显 然 C+ 
DY 一 1€a, 于 是 只 可 能 C+Dv 一 1=0. 即 atbyV 一 1€E (c+ 
dV 一 1)， 从 而 a 二 (c+dyV 一 1), 即 a 为 主 理想 , 目 
用 上 述 方 法 只 能 决定 很 有 限 的 几 个 二 次 域 的 理想 类 数 . Gau- 
ss 得 到 了 任意 二 次 域 理想 类 数 的 一 个 公式 。 利 用 这 个 公式 , Gau- 
ss 手 算 了 许多 二 次 域 的 理想 类 数 。 基于 这 些 数 据 Gauss 提 出 了 
两 个 著名 的 猜想， 
(一 ) 只 有 有 限 多 个 虚 二 次 域 Q(Y a )( 即 g<0) 的 理想 类 数 
是 1， 他 猜想 只 有 9 个 理想 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 , 即 d= 一 1, 一 2， 
一 3, 一 7, 一 11, 一 19, 一 43 ,一 67 和 一 163。 这 个 猜想 一 直到 1967 
年 才 由 美国 数学 家 Stark 和 英国 数学 家 Baker 各 自 独 立地 证 明 . 
(二 ) 存在 着 无 限 多 个 实 二 次 域 Q(Y a )( 即 a >0) 的 理想 类 
数 是 1 ， 这 个 猜想 至 今 既 没有 证 明 也 没有 被 推翻 ， 


作为 定理 9 的 应 用 ， 我 们 看 一 下 当年 Gauss 如 何 用 二 次 域 
Q (1 一 1) 的 整数 环 Z[Y 一 1 来 解决 初等 数论 中 的 二 平方 和 问题 
(后 人 把 Z[Y 一 1 称 作 是 高 斯 整数 环 )， 这 个 问题 是 ， 

哪些 自然 数 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 ? 

由 于 %=a?+b?4->n 二 入 (a+bY 一 1)， 这 就 把 二 平方 和 问 
题 与 高 斯 整数 环 ZLY 一 1 联系 起 来 . 


定理 10 (Gauss ,二 平方 和 定理 ) 设 1 为 正 整 数 ,n= mm?no， 
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其 中 mE€E2 而 no 没有 平方 因子 。 则 ， ?2 可 表 成 二 个 整数 的 平方 
和 寻访 n0 设 有 素 因 子 p 三 3(mod 4)， 

证 明 所: 首先 注意 ， 如 果 2 和 ns 均 可 表 成 两 个 整数 的 平 
方 和 , 则 mins 也 可 如 此 。 这 是 因为 : 车 nn 二 a?+8?, ns 二 c?+d?， 
则 n= Na-by—1), n=N(c+dy—1), 从 而 nin2=N((a 
+by—1) (c+av—1))=N((ac—bd)+(ad +be)V —1)= (ac 
一 bd)?++(ad+bc)?。 因 此 ,为 证 % 可 表 成 二 平方 和 ， 只 需 证 明基 
无 平方 因子 部 分 no 的 每 个 素 因 子 可 表 成 二 平方 和 即 可 。 根 据 假 
设 可 知 wo= 21… Pp,, 其 中 p1,*"…*, Pp; 为 两 不 同 的 素数 ， 并 且 pi 
二 2 或 者 p: 三 1(mod 4)。 如 果 wp; 二 2, 则 2 王 1 二 1， 如 果 pi; 三 1 


(mod 4)， 由 初等 数论 知道 (三:) -1 (事实 上 不 难 证 明 
((25)! ) = 一 1 (mod p))， 于 是 由 定理 8 可 知 在 04 一 
Z [YY 一 1] 中 ,pi:Or 二 Ppz, 入 (PP1)= 二 入 (p2) 二 ps。 由 引 理 7 的 系 知 
ZLVY 一 1] 是 主 理想 整 环 ， 因 此 Pi 二 (a+bV 一 1),a,bEZ， 从 
而 p= 入 (Pp1) 一 入 (a+bV 一 1) 二 a?+5?， 这 说 明 no 的 每 个 素 因 
子 均 可 表 成 二 平方 和 ,从 而 no。 和 % 均 可 如 此 ， 

访 : 假设 ”可 表 成 二 平方 和 ,出 ZLYV 一 1 中 存在 理想 a 使 得 
N (qa) 二 n， 如 果 存 在 素数 p 三 3(mod 4) 使 得 pi no, 则 =m?no 中 
包含 了 的 奇 次 先 ， 但 是 另 一 方面 ， 初 等 数论 中 证 明了 ， 当 p=3 
(mod 和) 时 ，( 了 学)= 一 1 从 而 由 定理 8 可 知 P04 一 Pp 为 ZV 一] 
中 素 理想 ,并 且 p 也 显然 是 ZLY 一 1] 中 唯一 的 素 理 想 使 得 p| 
六 (p)， 因 此 ,车 令 a 的 素 理想 分 解 式 中 也 的 笑 次 为 e 这 0， 则 n= 
NO 一 N(p)…… 一 2 …. 即 % 的 分 解 式 中 了 出 现 偶 次 宕 .这 就 


与 前 述 交 中 2 出 现 奇 次 方才 相 不 慎 。 从 而 no 不 可 能 有 这 因 子 Dp 三 
23(mod 4). | 
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在 历史 上 ， 除 了 二 次 域 之 外 ， 还 有 一 类 数 域 被 研究 得 较为 深 
入 ,这 就 是 分 圆 域 ，Kummer 在 上 世纪 中 期 对 于 分 图 域 的 开创 注 
工作 直接 受到 Fermat 猜想 的 推动 。 近代 分 回 域 理论 的 英 基 人 是 
K, lwasawa 〈 兰 泽 健 吉 )， 他 使 用 了 相当 深刻 的 交换 代数 手段. 
Fermat 问题 与 代数 几何 有 着 密切 联系 ， 这 是 因为 x+y" 一 2 具 
有 整数 解 xyzss0 和 方程 X"+ 了 "=1 具有 有理数 解 显 然 是 等 价 
的 。1922 年 ,英国 数学 家 Mordell 提出 一 个 大 胆 的 猜想 , 设 f(x， 
y) 是 QLs,y] 中 不 可 约 多 项 式 ， 如 果 不 可 约 平面 曲线 f(x,y) 一 0 
的 亏 格 之 2, 则 f(x,y) 二 0 只 有 有 限 个 有 理 数 解 .这 个 猜想 于 1983 
年 由 29 岁 的 德国 年 青 数学 家 Faltings 所 证 明 (利用 了 大 量 代数 几 
何 知识 ) ,这 项 结果 被 认为 是 本 世纪 数学 最 杰出 的 成 就 之 一 ， 在 代 
数 几 何 中 证 明了 曲线 "+y"=1 的 亏 格 是 元 (4 一 1) (mn 一 2)。 当 
>4 时 ,其 亏 格 >2。 所 以 作为 Faltings 结果 的 直接 推论 , 当 n>4 
时 ,w"+y"=1 至 多 只 有 有 限 个 有 理解 ,于 是 Fermat 方 程 z" 十 y" 一 
"在 n 之 4 时 至 多 只 有 有 限 个 整数 解 xyzse0， 这 些 进 展 更 充分 
表明 代数 几何 与 数论 之 间 具 有 深刻 的 联系 ， 


习 题 
1. 设 太 =Q(V 一 5)。 求 素数 p 二 2,3,5,7,11,13 在 Or 中 的 素 理 想 分 


解 式 。 再 对 天 =Q(A 5 ) 作 同样 事情 ， 
2. 试问 何 种 正 整 数 n 可 表 成 形式 n= 二 a: 十 3 5*(a,beEZ)? [提示 ， 利用 


z | 到 (1+Y 二 5) | 的 理想 类 数 为 1 这 个 事实 ,见习 题 6.] 


3. 求证 对 每 个 二 次 域 ,0x=Z@Z"(4C2) VY 4) 


4. (1) 求证 实 二 次 域 的 单位 根 群 为 { 土 1}. 
(2) 如 果 d 过 一 3, 求证 虚 二 次 域 Q( qd 7) 的 单位 根 群 为 { 士 1}。 
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(3) 决定 Q(V 一 1) 和 QCV 一 3 ) 的 单位 根 群 . 

5. (1) 对 于 下 =Q(V10) 和 QC 一 5), 求 6 在 Ox 中 的 素 理 想 分 解 
式 . 

(2) 证明 ZL 10] 和 Z[Y 二 5 J] 均 不 是 主 理想 整 环 . 

6. 模仿 引 理 7 和 它 的 系 ,证 明 Z| 二 (1+IA 二 3) | 是 主 再 想 整 环 ， 


第 七 章 ”分 次 环 , 维 数理 论 和 
完备 化 方法 


分 次 模 和 分 次 环 的 背景 是 代数 几何 中 的 射影 代数 徐 。 将 分 次 
环 自然 地 引进 拓扑 之 后 ， 自 然 就 产生 了 分 次 环 对 于 拓扑 的 完备 化 
问题 ， 价 如 ， 形 式 客 级 数 环 是 多 项 式 环 对 于 自然 分 次 和 相应 拓 护 
的 完备 化 ， 从 Weierstrass 和 Riemann 以 来 ,形式 舌 级 数 环 就 是 
研究 代数 得 局 部 特性 的 基本 工具 ,形成 代数 几何 中 的 解析 方法 . 
最 后 ， 关 于 环 的 维 数 理论 也 是 在 代数 几何 中 研究 代数 钞 维 数 的 芝 
础 上 发 展 起 来 的 ,目前 ,分 次 和 维 数 概念 以 及 完备 化 方法 已 成 为 
研究 环 和 模特 性 的 基本 手段 . 

本 合共 分 三 节 。 第 一 节 讲 分 次 环 和 分 次 模 , 并 介 绍 有 限 生 成 
分 次 模 的 Hilbert 多 项 式 ， 第 二 节 介 绍 Noether 局 部 环 的 维 数理 
论 和 它 在 代数 几何 中 的 应 用 . 第 三 节 讲 分 次 环 的 a-adic 拓扑 和 
完备 化 方法 。 在 这 节 中 我 们 需要 一 些 点 集 拓扑 的 基本 知识 ， 


$ 7.1 分 次 环 和 分 次 模 


定义 (具有 过 元 案 的 交换 ) 环 4 叫 作 是 分 次 环 ， 是 指 满足 以 
下 两 个 条 件 ， 


(1) 作为 加 法 群 4 是 可 数 无 穷 多 子 群 的 直 和 ，4 = @ 4 


(2) 对 于 乘法 , 则 4,4% 生 Antn(n,m 二 0)， 

于 是 , 4 中 每 个 元 素 均 唯一 让 表示 成 

a 二 (QoyG4 Gr ) QnA4,, 只 有 有 限 多 个 cns 尖 0， 
我 们 把 元 素 anE 4; 各 4 中 元 玲 人 0,…… 人 人 040,9,*… 等同, 而 称 
Gs 十 8 的 nn 次 齐 次 分 盟 , 而 4, 称 作 是 环 4 的 nn 次 齐 次 分 量 ,不 
难看 是, 40 为 4 六 环 ,而 每 个 -1 均 证 40- 模 ， 并且 对 每 个 
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i>0， 图 4, 均 为 4 的 理想 . 特别 地 , 4+= 四 4， 为 4 的 理想 ， 


而 4=4 昌 4+。 最 后 ,4 是 4 上 的 交换 代数 ， 
例 1 设 玉 为 环 ,4= 天 [zl vvr] 为 下 上 基于 了 7 


法 子 群 ， 则 4 = @@ 4， 为 分 次 环 ,其 中 46=R， 对 于 4 中 每 个 多 
项 式 f(z1，…,%$;), 它 的 n 次 齐 次 分 量 就 是 该 多 项 式 的 n 次 齐 次 
部 分 ,Fi 44 是 由 wii ,zy 所 生成 的 理想 ， 

例 2 4=Z[v?,z3]， 令 40 一 Z,41=(0)， 对 于 nn 宇 2, 由 于 
2 a+365==n 一 定 有 非 负 整 解 (a,5), 从 而 2"=(xw?)"(z3)*E A4. 于 
是 若 令 4,=Zxnr(nz2)， 则 4 一 @ 4， 为 分 次 环 . 

例 3 设 4 为 环 ,a 为 4 的 理想 .考虑 加 法 Abel 群 a" 的 直 
和 ， 

A*= Ba (a'=A). 

利用 环 4 中 的 乘法 自然 定义 4” 中 的 屠 法 。 即 车 *,y€ 4*，+= 
J EE YY 一 (Yo yi Ya ayya 人 QZ 
0)。 我 们 定义 


YY 一 (20， 2Z1， 2。。) ， 
入 
2m 一 2_Iiyn_iCGan。 
i 二 0 


不 难看 出 , 4* 是 一 个 分 次 环 , 其 中 a" 为 4* 的 n 次 齐 次 分 量 . 
例 4 设 4 为 环 ,a 为 4 的 理想 . 考虑 加 法 群 a"/a"+1(n 之 0) 
的 直 和 
Ga(A)= Ba"/ann. 
对 于 ,GEan, 我 们 以 子 , 表示 a"/a"+! 中 对 应 的 元 素 . 对 于 FX,E€ 
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Ga 有 人 oa" 7 我 们 定义 

Ta Tn= rntn Eat™/ant™t! 
不 玲 丛 证 ,这 个 乘法 夸 可 定义 的 , 即 与 代表 元 x 和 zx% 的 不 同 邓 
限 方 式 无 关 。 将 此 乘法 按 自然 方式 扩充 到 整个 Go(4) 上 , 即 对 于 
WoyECo(4) YY 一 (2Z0， Xi ay 一 (Yo yi， yn， 
a" /ti(w 守 0) ,我 们 定义 


TYy=(20,21 Zn), 
和 

Zn 一 Yvaniyi En", 
1 一 站 


则 Ga(4) 由 此 形成 分 次 环 . 


定义 设 4 = 四 4 是 分 次 环 ，4- 模 M 叫 作 是 分 次 A- 模 ， 
是 指 满足 以 下 两 个 条 件 ， 

(1) 以 是 可 数 无 穷 多 个 4- 子 模 的 直 和 ,MM= 四 Mi 

(2) 4 三 于 00)。 

yy 一 (Yoyy1 ye，)， yn EM,, 有 限 个 ys0， 
ys 也 作 是 y 的 nn 次 齐 次 分 量 , 呆 , 电 作 是 分 次 模 开 的 2 次 齐 次 
人 分量. 如果 把 yvE ,与 对 中 元 素 (0,…… ,0,ys 0 ) 等 同 , 则 
称 M, 中 元 素 y, 为 开 中 的 齐 次 元 寨 , 次 数 为 m ,表示 成 degy, 一 
3% 

例 5 每 个 分 次 环 4 = 四 4, 本 身 是 分 次 4- 模 (MM==4, 了 ,一 
= A,). 

例 6 设 4 为 环 而 a 是 4 的 理想 我 们 在 例 3 中 构 作 了 分 
次 环 4"= 四 0". 对 于 每 个 4- 模 Ms=anM 为 1 的 4- 子 
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模 。 沽 虚 宇 们 的 直 和 和 

MM"”= © aM, 
由 然 定义 4* 在 M* 上 的 作用 ， 即 对 于 a=(co on)E 
4 GEGanT 一 (ZI EM deEa ,定义 


GUY 一 (Yo yn) 
yn 一 jaw-i Ea" NM. 
i=0 


不 难 验证 ,有 ”由 此 而 成 为 分 次 4 - 模 。 叫 作 是 由 履 构 作 出 的 4- 
分 次 模 . 


定义 ” 设 4 为 环 4 的 理想 , 为 4- 模 。 对 于 玉 的 4- 子 模 
(*) M=1DMNiBE… 二 允 ,二 …， 
如 果 a4 .三 MI( 对 每 个 % 关 0) , 则 称 (* ) 是 一 个 a- 链 。 进 而 ,如 
果 又 存在 no 使 得 ”之 nr 时 均 有 a 有 ,= M41;, 则 称 (* ) 是 稳定 的 
a- 链 .例如 M .= MC2>0) 就 是 最 简单 的 稳定 a- 链 . 而 例 6 可 
以 推广 成 


例 7 设 (*) 是 4- 模 M 的 子 模 a- 链 , 则 MM"= 全 MK, 对 于 
自然 的 运算 为 4*= @ a" 上 的 分 次 模 ， 

例 8 设 a 为 环 4 的 理想 . 我 们 在 例 4 中 已 经 定义 了 分 次 环 
Ga(4)= 鳃 a"/arti, 如 果 (*) 为 4- 模 MM 的 于 模 a- 链 考虑 
Abe! PE 

GoM) = @ Ms Mur. 
对 于 Gn Ear/arti,z EM/Mntl; 定 义 GarBn 二 GnTn E Mntm 
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/及 ,+m+1。 由 于 {以 ,} 是 a- 链 可 知 这 个 乘法 是 可 定义 的 , 即 与 代表 
元 as 和 zw 的 选取 方式 无 关 。 将 此 乘法 自然 扩充 成 Ga(4) 中 任 
意 元 淋 与 Go( 六) 中 任意 元 素 的 乘法 ， 可 知 Ga( 及 ) 由 此 而 成 为 分 
次 Ga(4)- 模 ， 


现在 研究 分 次 环 和 分 次 模 的 有 限 生 成 特性 。 首先 研究 分 次 环 
何 时 为 Noether 环 . 


引 理 1 设 4 = 全 4 为 分 次 环 . 则 ， 4 为 Noether 环 拓 > 


4 为 Noether 环 并 且 4 为 有 限 生 成 4o- 代 数 . 

证 明 车; 如 果 4o 为 Noether 环 而 4 为 有 限 生 成 4o- 代 
数 , 则 4=4otwi，…22iE4。 从 而 4 是 多 项 式 环 4o[Lzi，…， 
za 的 商 环 。 由 于 40 为 Noether 环 ,从 而 4o[Lzi，…， ye] 为 Noe- 
ther 环 (Hilbert 基 定 理 ) ,于 是 其 商 环 4 也 是 Noether 环 ， 

之 如果 4 为 Noether 环 , 则 商 环 Ao 二 4/4, 也 是 Noether 
环 .。 为 一 方面 ,44 作为 4 的 理想 是 有 限 生 成 的 . 设 4;=Aui+ 
+ 十 Aw, ,wiE4, 将 每 个 4 表示 成 有 限 个 齐 次 分 量 之 和 , 不 难 
看 出 ,4 的 零 次 分 量 为 0 (1<i<s), 而 4+ 也 是 由 ww(1<<i<s) 的 
全 部 齐 次 分 量 所 生 成 的 。 于 是 我 们 从 一 开始 就 可 不 妨 假定 
2&1 ,Ws 均 是 次 数 壹 1 的 齐 次 元 素 . 令 deg Wi 一 RE1C1 二 3 魏 8)。 
记 4 =4o[x ,Ws];, 则 4 三 4 我 们 现在 对 n 归纳 证 明 4, 丑 
4' ,显然 4oS44， 现 在 设 >>1 而 y,€ 4,. 由 于 4. 三 4+ 一 4 十 


+ 二 Lu 从而， 二 asar€ 4.( 当 m<0 时 我 们 规定 
4 一 (0))。 由 于 之 1 ,根据 归纳 假设 知 a;€ 4‘(1<i<s), 于 是 
y= oa E 4/， 这 就 证 明了 对 于 每 个 和 0 均 有 4, 三 4'。 于 
是 4 二 4'= ho[u1,… ,ms]， 即 4 是 有 限 生成 40- 代 数 . 
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系 设 A4 为 Noether 环 ,gq 六 4 和 的 理想 ， 则 分 次 环 A4“= 
二 9 是 Noether 环 . 
n=0 


证 明 设 4= 二 4A 二.…: 十 A4wu, (Noether 环 4 的 理想 a 是 有 
限 生 成 的 ), 则 作为 4=a 上 的 代数 , 4 显然 是 由 妇 ，……，2。 有 有 
限 生 成 的 ， 由 5 引 理 1 即 知 4” 为 Noether 环 ， 

5j 理 2 设 4 为 Noethecr 环 ,a 为 4 的 理想 . 及 为 有 限 本 


成 4- 模 , (及,} 是 开 的 子 模 a- 链 . 则 : M*= 四 有 ,为 有 限 生 成 


4 一 横生 仿 {1 于 为 黎 定 的 a- 链 . 
证 明 由 于 4 为 Noether 环 而 歼 为 有 限 生 成 4- 横 ,所 以 
MM 为 Noether 4- 模 。 于 是 子 模 月 , 均 为 有 限 生 成 4- 模 。 从 而 


Q, = 中 下; 也 是 有 限 生 成 4- 模 .但 是 Q; 不 一 定 是 4*- 横 ， 不 


难看 出 ,Qu。 所 生成 的 4”- 模 为 
Mi:=4"0Q,= MD:…DMDBaM.Dr MD...Da' MD.…. 
由 于 Q; 为 有 限 生 成 4- 模 ,从 而 MM* 是 有 限 生成 4"- 模 。 并且 我 
们 及 的 4 - 子 模 升 链 : 
MoSMIS SMWrS EM = UM:. 
由 引 理 1 的 系 知 4” 是 Noether 环 ,从 而 不 难看 出 ， 
MUM" 为 有 限 生 成 A”- 模 
-> 上 面 的 升 链 {Hw} 是 稳定 的 (这 里 的 稳定 是 指 ， 
存在 mn 使 得 M"” = M;.) 
< 和 存在 %o, 使 得 对 每 个 7 宇 0 
均 有 Mr 一 0 Mo 
< 之 {MM,} 为 稳定 的 a- 链 . 上 
下 一 个 引 理 和 它 的 系 是 相当 重要 的 . 
引 理 3 (Artin-Rees 引 理 ) 设 4 为 Noether 环 而 aa 是 4 
的 理想 ,M 为 有 限 生成 4- 模 ,MM 为 MM 的 4- 子 模 。 如 果 1{ 好 ,| 
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是 下 之 稳定 的 子 模 a- 链 , 则 {MN Mn 之 0} 为 M 之 稳定 的 子 
模 a- 链 . 

证 明 由 于 a(M'N WM,) SM'N a MS MN Mt， 可知 
{MN 取 ,} 是 a- 链 ， 从 而 鲜 (MIN MM,) 是 分 次 4*- 模 ， 并 且 它 


是 及 * 的 4”- 子 模 。 由 于 4 是 Noether 环 , 从 而 4” 是 Noether 
环 ( 引 理 1 的 系 )。 于 是 由 9- 链 {H,} 的 稳定 性 可 知 M ”为 Noe- 
ther4*- 模 ( 引 理 2), 从 而 其 子 模 信 (MN 有 MM,) 也 是 Noether 
4 ”- 模 。 再 由 引 理 2 即 知 {及 站 天 ,} 为 稳定 的 a- 链 , 

取 由 ,二 a"MM 我 们 便 得 到 

系 4 用 和 于 如 引 理 3 所 述 。 则 存在 有 >0, 使 得 对 每 
个 nn 二 k 均 有 (a*M) 站 MM'=a* ax 站 MO 1 

引 理 4 设 4 为 Noether 环 ,a 为 4 的 理想 ， 则 

(1) Go, (A)= © qa"/art! 为 Noether 环 

(2) 如 果 M 是 有 限 生 成 4- 模 ,{ 双 ,} 为 MM 之 稳定 的 子 模 a- 
链 , 则 Ge(M) = 四 Ms/ Mt 是 分 次 的 Noether Go(4)- 模 . 

证 明 (1) 设 a=4w+… 十 4A4,。 以 表示 在 a/4? 中 
的 象 .不 难看 出 ;作为 4/0- 代 数 ， Gal(4) 是 由 Wi 》 2。 生成 的 
由 于 4 的 商 环 4/4 也 是 Noether 环 ， 从 而 Ga(4) 为 Noether 环 
(5IF8 1 ), 

(2) 由 引 理 条 件 可 知 存在 %o, 使 得 对 每 个 ?之 0 均 有 并,+; 一 
一 a MM,。 于 是 Ga(MUH) 是 由 电 G.(2 ) 生 成 的 Ga(4)- 模 ,其 中 
G.( 肛 ) 二 用,/ +i 均 是 Noether 4- 横 ， 从 而 也， G,( 4) 是 有 
限 生 成 4/a- 模 . 所 以 Gu) 是 有 限 生 成 Ga(4)- 模 ， 由 于 
Ga(4) 是 Noether 环 , 从 而 GUN ) 是 Noether Go(4)- 模 . | 
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下 面 介绍 分 次 模 的 Hilbert 多 项 式 ， 

定义 设 4 一 田 4 是 分 次 环 ,MM= 田 ,和 入 = 困 入 , 均 
为 分 次 4- 模 4- 模 同 态 f: 有 > 入 叫 作 是 分 次 的 ,是 指 存在 
REZ, 使 得 对 每 个 % 关 0 均 有 (HM,) 三 入 ,44s《( 如 果 m<0, 我 们 规 
定 Wu 一 (0)) ,而 这 时 叫 作 分 次 同 态 了 的 次 数 . 

4 的 理想 a 叫 作 是 齐 次 的 ,是 指 它 满足 以 下 条 件 : 若 xz Ea, 则 
z 的 所 有 章 次 分 量 均 属于 0。 类 似 地 定义 一 个 分 次 4- 模 X 的 子 
模 NW 则 作 是 齐 次 的 ,是 指 : 如 果 xzE N', 则 z> 的 所 有 齐 次 分 量 均 


属于 NN 
分 次 辐 态 有: 必 一 的 核 必然 是 到 的 齐 次 子 模 ， 事 实 上 ， 如 
果 a=(agal… Gns.**)E Kerf, 则 f(a)=(Cbo, bi1, 0， 


…)= 二 0。 其 中 0.4, 一 f(Q,)， 这 里 为 齐 次 同 态 的 次 数 。 于 
是 f(aq,)==bi41 一 0， 即 a,€ Ker 了 (>0). 这 就 表明 Ker 是 
MM 的 齐 次 子 模 。 同样 地 , Im f 也 是 入 的 齐 次 子 模 ， 由 于 f 在 子 
模 对 ;上 的 限制 六 :1 ,一 Ne 是 4o- 模 同 态 . 若 令 K ,= Ker f，， 

=]m f,_,, MW Ker /= 四 天 Im f=@1,. 

本 布 以 下 我 们 假定 

(1) 分 次 环 4 一 由 4， 为 Noether 环 ， 并 且 4 是 Artin 环 
(从 而 也 是 Noether 环 )， z 

(GD MY 为 有 限 生 成 分 次 4- 模 ， N= NM ,. 

在 这 些 假定 之 下 ,每 个 以 ; 均 是 有 限 生 成 40- 模 。 这 是 因为 ， 
可 以 象 引 理 1 的 证 明 中 那样 令 44 王 A4ui 十 '… 十 Au,, 其 中 级 ,**…， 
u; 为 4 中 齐 次 元 素 ,并 且 deg 4;-=R; 之 1. 在 引 理 1 中 证 明了 4= 
= AoLwui1,*…… ,Ws]， 同样 地 ,有 限 生 成 4- 模 歼 的 < 组 生成 元 y1， 

… ,Yi 也 可 取 成 为 了 中 的 齐 次 元 素 ， 令 degy; 4, (1<i<D), 


于 是 代 ， 中 元 素 4 均 可 表示 成 z 一 开 aiy， ,aiE A= Ao Lui, 
i=1 
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ws]， 由 于 开 4iy; 的 nn 次 分 量 也 等 于 4x, 从 而 每 个 4a; 可 以 只 用 
一 


它 的 nn 一 ;次 的 分 量 ， 换 句 话 说 ,我 们 不 妨 假 定 a; 是 n 一 h; 次 齐 
次 元 素 . 但 是 4= AoL wj,*… ,4,] 中 的 4 次 齐 次 元 素 都 是 单项 式 


uf Us (2aik; 二 4) 的 4o- 线 性 组 合 , 而 这 样 的 单项 式 只 有 有 
i=1 


限 多 个 。 从 而 每 个 邓 。 均 是 有 限 生 成 4o- 模 . 

由 于 4 是 Artin 环 .因此 对 ,既是 Artin 40- 模 ， 又 是 
Noether 40- 模 。 因 此 4o- 模 MM, 有 合成 列 ， 我 们 以 LM,) 表示 
MM ,的 合成 到 长 度 ， 


定义 PCM ;= 开 7M)trEZ[[4]] 吊 作 是 分 次 4- 模 和 


外 一 站 


的 Poincaré 级 数 ， 
定理 1 (Hilbert-Serre) 设 4 一 名 4, 和 站 = 由 好 ,满足 
| n20 nz20 


上 述 假定 (了 和 (I)。 如 果 4 作为 4- 代 数 可 由 齐 次 元 素 Wi,*……， 
2 。 生成 ,deg zi 一 天 14 委 3S)， 刚 


P( 相 ,日 =J(GD/T[G 一 六 ) ,其 中 f(t) EZ[4J( 多 项 式 ) 


证 明 ”我 们 对 * 归纳 。 如 果 s=0, 则 4= 4。 于 是 歼 为 有 
限 生 成 4o- 模 。 从 而 对 充分 大 的 必然 好 ,=0. 即 P(M,t) € 
Z[i， 取 FO)= 已 (1 六 可 知 定理 1 对 于 s= 0 成 立 .现在 设 s>1， 
考虑 1 的 4- 模 同 态 
4 pM M, rur (TEM). 
这 是 有 ,次 的 分 次 同 态 . 从 而 Ker p 和 Im p 均 为 到 的 齐 次 子 模 . 
于 是 Ker p= KC=M/Imp-® C. 令 p 在 对 ,上 的 限制 
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为 pa1r 则 天 ,一 Kerpy Cu 二 Js/Imes。 从 而 
有 4o- 模 正 合 序 列 

0 天 0 
于 是 我 们 有 71( 如 一 上 (= (天 一 (Co )， 将 此 式 乘 以 
上 ,然后 对 有 =0,1:,2,…… 的 诸 等 式 相 加 , 便 得 到 

C#) (ts—1)PCOM,t)= P(E — P(C,t) + g(t), 
g(t)€E2ZLij. 

由 于 WW 玉 =-(0),UsC =:(0), 从 而 下 和 C0 均 可 看 成 是 4/4,4 - 模 . 
而 44/4 4 为 分 次 环 . 作为 40/4%,4 站 40-=: 40o 上 的 代数 ,4/u,4 是 
由 7 光 。 1 生成 的 ,并 县 deg 如 ,一 k(1i<s 一 1)、 从 而 由 归 
纳 假设 我 们 有 


一 3 一 1 
P(E =f0/ TE -1), PC,D =f2 /THe), 
:=1 i 二 1 


f1(#), f2(t) EE ZLt. 
将 它们 代入 (* ) 式 , 即 知 POW)= 了 2)/ 了 LG 一 2*), 其 中 f(4) 
i=1 


s—1 
=—t" f(t) + fi) ge EZ. | 
i=1 


一 个 重要 情形 是 u,(1<<i<s) 均 为 一 次 齐 次 元 素 的 时 候 ， 例 
如 对 多 项 式 环 4 二 4Ao[x1，:''，x,](4o 为 Artin 环 ) 就 是 这 种 情 
形 ， 这 时 ,对 每 个 有 限 生 成 分 次 4 - 模 , 则 有 

POM,D)=f0/(1 ,f(t) EZ. 

定理 2(Hilbert-Serre) 设 4 和 满足 假定 (0D) 和 (IT)， 并 且 
作为 4o- 代 数 , 4 是 由 一 次 齐 次 元 素 WW,… ,生成 的 ， 则 存在 唯 
一 多 项 式 H(M ,1) EQ[1],deg H(M ,it)<<s 一 1, 使 得 对 每 个 充分 
大 的 RR 均 有 MM,)= (MM,n). 


证 明 对 于 PCY 站 二 2 有 Mi) 引 = 了 有 ()/(1 一 站 * 中 的 多 


LE 
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项 式 有 (t) EZ[g, 用 (1 一 站 去 除 ， 则 得 到 唯一 的 (区 ，7(bEZ 
[ti],degr() 所 ss 一 1， 使 得 (一 (1 一 人 ) "49() 二 7(t)， 将 7(2) 按 
(1 一 上 ) 展 开 则 有 

rT()=ao+a(l—t)t +a (lt) i,a,EQ, 


Qo es Cs 
(*) P(NM,1)=q(t) SE F 十 


li— +" 
但 是 根据 初等 代数 ， 


nt) n+) th) 
! 


此 式 左边 六 的 系数 是 7 的 一 1 次 多 项 式 , 并且 系数 均 是 有 理 数 ， 


所 以 取 -0 了 y+ 十 了 省 中 如 的 系数 为 HC 和 MM,n), 则 有 H(M， 


站 EE QE], degH(MM, <s 一 1， 并 且 由 (*) 式 可 知 当 n>deg 
g(t) 时 ,HCM,n)=1(M,). 

最 后 , 当 nn 之 deg 9() 时 , 有 H( 肛 ,四 ) 是 次 数 三 s 一 1 的 多 项 式 ， 
并 且 它 在 t=n, n+1，….，n+s 一 1 处 的 值 为 整数 1( 和 Y,)， 
1 了 M401) CNMN。 i). 这 就 唯一 地 决定 了 多 项 式 H(M,t).1 

定义 ”定理 2 中 的 多 项 式 有 五 ( 必 ,t) 叫 作 是 分 次 4- 模 的 Hil- 
bert 多 项 式 . 

从 定理 2 的 证 明 可 知 互 (M ,上 ) 有 形式 


bh sl 
. 了 (一 一 se 一 开 
末 ( tt) 一 》 al(t*),a‘€Z, (= + 
有 一 门 和 


注意 对 于 充分 大 的 整数 % ,五 (M,n ) 均 为 整 值 ， 由 这 一 事实 也 可 
推出 五 (Mt ) 有 上 述 形式 ， z 

例 最 简单 例子 为 4= 开 =R[zi yz 其 中 四 为 域 ， 耐 
4A, 二 用 ,一 % 次 齐 次 多 项 式 全 体 ， 4 作为 4 二 kk 上 的 代数 是 由 一 
次 齐 次 元 素 X71,… ,x。 生成 的 ， 而 开 , 作为 上 向 量 空间 以 {wf 


名 Z38。 


“a+ os) 为 基于 是 区 2 一 dims 一 (1) 
(这 是 nn 的 s 一 1 次 多 项 式 )， 从 而 

POM, t= DH)t=1/(1—0) ,HCOM,t) = (1), 

记号 设 4 和 用 满足 上 述 条 件 (1) 和 (11)， P(NM，1) 是 分 次 
4 - 模 必 的 Poincaré 级 数 . 我 们 以 a (以 ) 表 示 P( 寻 ,t) 在 t=1 
处 的 极点 阶 数 ， 比 如 上 例 中 4= 于 =R[zi ,zs], 则 4d (MM)= 
S 。 

我 们 知道 ,在 定理 2 的 假定 下 ,Hilbert 多 项 式 甩 (及 ,1) 的 次 
数 不 超 过 s 一 1 。 现 在 我 们 可 以 求 出 它 的 确切 次 数 ， 

引 理 5 ”在 定理 2 的 假定 下 ,我 们 有 degH(M,t)=d(M) 一 


证 明 根据 定理 2 证明 中 的 (* ) 式 和 da (及 ) 的 定义 ,可 知 


Gea Gs— Pd 
P(M ,1)=g(t) EPE , ， Qe-dcu) 0 


而 右边 展 成 形式 震级 数 后 ,z 的 系数 是 % 的 G( 和 ) 一 1 次 多 项 式 ， 
由 此 即 证 引 理 . } 


引 理 6 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ，9 为 4 的 mn- 淮 素 理 
想 , 对 为 有 限 生 成 4- 模 ,{(23《} 是 1 之 稳定 的 子 模 9- 链 。 则 

(1) 对 于 每 个 % 宇 0, 4- 模 有 /及 ,的 长 度 有 限 . 

(2) 令 s 为 理想 9 的 生成 元 最 少 个 数 , 则 存在 多 项 式 g(t)E€ 
QL[t],deg g(t) 志 ss, 使 得 对 充分 大 的 % 均 有 1M/M,)=g (7). 

(3) deg g(t) 和 g(t) 的 首 项 系数 只 依赖 于 M 和 9 而 与 {M,} 
的 选取 无 关 ， 

证 明 (1) 考虑 G(4)= BD 9"/9"* 和 G(M)= OM/ Muti, 


则 Go(4)== 4/9 为 Artin 局 部 环 ,G(A) 为 Noether 环 ，G(M ) 为 
Noether 分 次 G(4)- 模 ( 引 理 急 ， 由 题 设 知 邓 为 Noether 4- 模 ， 


各 
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a 


从 而 好 wy/M+i 均 是 有 限 生 成 4- 模 ， 由 于 9q9(C3 /MD= (0) ,从 
而 MM/ Mt 也 是 有 限 生 成 479- 模 ， 但 是 A/q 为 Artin 环 ， 所 以 
Mf/ Mi 作为 4/9- 模 ,或 者 同样 地 作为 4- 模 ,既是 Noether 模 又 
是 Artin 模 ， 于 是 其 合成 列 长 度 (CMV Ms+1) 有 限 。 从 而 

1 (M/M,)= 2 (M1/M,) (* ) 
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也 有 限 , 即 对 /有 避 , 之 合成 列 长 度 1,=LM/M,) 有 限 . 

(2) 如 果 1，………, ws 生成 9， 则 作为 4/9- 代 数 ，G( 4) 是 由 
4/4 中 元 素 i,*…,, 生成 的 ,而 deg ;= 二 1(1 均 i 人 8) .因为 4/9 
为 Artin 环 ， 利 用 定理 2 即 知 对 充分 大 的 % 均 有 i(M/ M1) = 
矿 (G( 了),%n), 其 中 五 (G( 攻 ), 科 是 G( 必 ) 的 Hilbert 多 项 式 , 次 
数 三 s 一 1。 于 是 由 (*) 式 可 知 ls 一 ,= 二 (G( MM),n)， 由 此 可 
知 存在 一 个 多 项 式 g(t) EQ[1],deg g(t)=deg H(G(M),i) +1 
ss， 使 得 对 每 个 充分 大 的 % 均 有 =lM/M,)=g(n). 

(3) 设 {M,} 是 人 的 另 一 个 稳定 的 子 模 9- 链 . 令 名 () 为 相应 
的 多 项 式 , 使 得 对 充分 大 的 % 均 有 i( 人 MM/ 及,) 二 g(n)。 由 于 {MM，} 
和 { 必 ,} 均 是 稳定 的 9- 链 ,于 是 存在 no。， 使 得 对 每 个 % 均 有 (注意 
MM,= Mo= NM) 

q" MEM,,,=9°M, D9"™" M,q" MEM,,,= 

: q*M, Sq"+™" M. 

于 是 对 每 个 n 宇 0 均 有 
M+ 29 MOM, tr Matn M2n,. 

于 是 对 充分 大 的 ? 均 有 g(%+t+no) 所 gE(%+2n0)， Eg (n+N0) 专 
g (n+2 no)， 由 此 易 知 g(t) 和 g(t) 有 相同 的 次 数 和 首 项 系数 . 

定义 ”对 于 之 稳定 的 子 模 9- 链 {MUM}, ,二 9" 必 ,由 引 理 6 
中 给 出 的 多 项 式 g(t) 表 示 成 x*(t)， 于 是 ,对 于 充分 大 的 % 均 有 
UM /9 M) = XR). 

又 车 取 用 = 4, 则 wx 4(1) 叫 作 是 Noether 局 部 环 (4,m) 中 m- 
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准 素 理想 q 的 特征 多 项 式 ， 简 记 成 xa(t)， 于 是 由 引 理 6 我 们 知 
省 

引 理 7 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ,4 为 m- 准 素 理想 ,s 为 
q 之 生成 元 最 少 个 数 ， 则 deg xa(i) 三 8s， 并 且 对 充分 大 的 % 均 有 
1(A/9")= xa(n). J 

引 理 8 4,m,q 闻 引 理 7， 又 若 9' 也 为 m- 准 素 理想 , 则 deg 
Xaq(t) 一 deg xa'(t). 

证 明 ”只 需 证 明 deg xa(t)=deg Xm (t) 即 可 .由 于 4 为 Noe- 
ther 局 部 环 ， 于 是 有 7 使 得 m 三 9 三 m”。 从 而 mm 三 9 二 m”。 所 
以 对 充分 大 的 % 均 有 Xm(n) 三 Xa(n) 三 xm (7R)， 令 mn 一 + 有 即 
知 deg xa(t)=deg xm(t). | 

定义 ”根据 引 理 8, 对 于 所 有 的 m- 准 素 理想 9,xa(t) 有 相同 
的 次 数 ， 我 们 把 这 个 共同 的 次 数 表示 成 4(A)， (4 为 Noether 局 
部 环 )。 由 引 理 6 的 证 明 不 难看 出 ( 取 9=m)，ad(4) 比 Gm(4) 的 
Hilbert 多 项 式 有 (Gm( 4) ,小 的 次 数 大 1, 于 是 4(4)=d (Gm(4))， 
这 里 4d (Gm(4)) 是 早先 定义 的 Gm(4)= 鲜 m"/m""1 的 Poincaré 
级 数 P(Gm(4), 引 在 #1=1 处 极点 阶 数 . 


习 题 


1. 设 天 为 域 。(1) 对 于 例 2 中 的 分 次 环 4 二 k[x’,x*j, 计算 4 的 Poi- 
ncaré 级 数 P(A, 们 ，(2) 对 于 4 的 极 大 理想 和 = (zzs), 则 =mm4m 为 局 
部 环 4m 的 唯一 极 大 理想 。 计 算 4(Am) ,Xi( 和 Xi: (2)。 

2. 上 & 为 域 , 4=R[r ,Xmj,m 二 (zi ,Tm)。 计 算 d(Am). 

3. 设 4= 四 4 为 分 次 环 ,用 = 四 Mr。 为 分 次 4- 模 ,3 为 4 的 乘法 集 ， 
并 且 8 中 元 素 均 是 齐 次 的 ， 令 5S 二 SN 4,， 

(S-1M) ;= frEBS-II 存 在 太 R20 一 RimEM;sESx， 使 得 mn/ 

= 1m/s8}, 


求证 3 4= 申 (3 4)， 为 分 次 环 , 而 Ss- M=D (S71)。 为 分 次 S” 4- 
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模 。 并 且 p: MM 一 STWY ,mr>m/1 为 0 次 的 分 次 4- 模 同志 ， 
4. 设 4 二 名 和, 为 分 次 环 , 4 一 444 村 ,对 二 DBM, 为 分 次 4- 模 . = 


2 4y, 其 中 y 均 为 MM 的 齐 次 元 素 并 且 degy; 三 NCiET), 求 证 当 ZN ,之 
0 时 ,Mr 一 4 

5, 设 4 = 4， 为 分 次 环 ,P 二 DP, 为 4 的 齐 次 理想 (Pp, 三 4,). 求证 ， 
jp 为 4 的 素 理想 所 > 如 果 aE4 poE4.apEn, 则 oaEp 或 者 DEp。 

6. 设 4 为 Noether 环 ,a 和 8 为 4 的 两 个 理想 ， 求 证 有 >1, 使 得 a* 站 
0Eab。 

7. 设 4 为 Noether 环 :a 为 4 的 理想 ，zE4 并且 2 不 是 4 的 零 因 子 。 
求证 有 k 之 1, 使 得 当 % 之 kh 时 (a":x) 三 a"”, 


以 下 刀 个 习题 表明 分 次 环 4 二 kLz6o,x1，,，… ,Xx,]( 对 于 通常 的 分 次 ，4= 
外 4,,4, 为 4 中 次 齐 次 多 项 式 全 体 和 零 元 素 ,上 为 任意 域 ) 与 代数 几何 中 
寺 影 代数 集合 的 关 示 . 

设 V 为 上 上 s 二 1 维 向 量 空间 。 在 的 全 部 非 零 向 量 之 间 定 义 如 下 的 等 
价 关系 : 

(ao 0) 人 (De 存在 0 二 xcER, 使 得 ai=cbi(0<: 委 s)。 
全 体 等 价 类 集合 叫 作 是 户 上 s 维 射 影 空间 ， 表 示 成 已 (R)。 (ao ,4 外 二 
(0，…… ,8)) 所 在 的 等 价 类 叫 作 是 P*() 中 的 点 ,而 (qo,… ,a,) 叫 作 是 此 点 的 
齐 次 坐标 。 于 是 ，P*(k) 中 同一 点 的 不 同 齐 次 坐标 可 相差 中 非 零 常数 因 
子 . 

设 P 为 P'(kR) 中 一 点 ,f (xo ,xX,) EkLzo,，…,%,]。 称 忆 为 f(x,,……， 
yo) 的 零点 (表示 成 了 (PP)=0) ,是 指 对 也 的 每 个 齐 次 坐标 (ao,: ,as)，f (ao， 
,G0,)=0, 

8. 若 上 为 无 限 域 ,f(P) 一 0, 求 证 对 于 了 开 (zo,… ,zx,) 的 每 个 1 次 齐 次 成 
分 (1 一 0,1,2,"…)f1, 均 有 fi1(P)=0. 

9. 设 字 为 P'(8) 的 点 集 。 求 证 

TPB)={fER(v, 1) 1f(P)=0, 对 每 个 PESP} 

是 &[zx,，, ,zx,j 中 的 齐 次 理想 ， 
10, 设 $ 为 RExzo xz 中 任 一 集合 。 我 们 称 
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FS) iPEP(R) 天 已)=0, 对 每 个 fES) 

为 P'(k) 中 射影 代数 集合 。 求 证 : 

(1) 设 0 是 由 妨 中 所 有 多 项 式 的 所 有 齐 次 成 分 所 生成 的 RE zo,*，* ,Xx,] 
中 齐 次 理想 , 则 VV (S)=V(o)， 

(2) 对 P(Ek) 中 每 个 射影 代数 集合 玉 , 均 有 有 限 多 齐 次 多 项 式 1，……'， 
廊 EAxz xs 使 得 了 = 下 (人 六 ,fn}). 

(3) PP:(8k) 中 对 影 代数 集合 全 体 满 是 拓 提 空 间 的 闭 集 公 理 系 统 ， 

11. 《射影 空间 中 的 Hilbert 零点 定理 )。 设 尺 为 代数 封闭 域 ，a 为 4= 
RELzo ,Xj 中 的 齐 次 理想 , 44+ = PBAs= (zo 7,), 求证 

(1) 下 Ca) 一 了 所 人 存在 整数 ,使 得 ao 地 册 :4。 

《>V a 一 4 或 者 VV a = 水 

(2) 如 果 V() 二 @, 则 JV(a)=V a， 

12. P*(k) 中 射影 代数 集合 叫 作 是 可 约 的 ,是 指 了 二 VF,UT,, 其 中 六 ， 
和 了 了 , 是 比 六 小 的 射影 代数 集合 .不 可 约 射 影 代数 集合 也 称 作 是 射影 代数 簇 ， 
设 四 为 代数 封闭 域 , 求 正 : 

(1) 三"(R) 中 射影 代数 集合 与 4 中 不 等 于 4; 的 齐 次 根 式 理想 一 一 对 

(2) 到 为 己 *( 天 ) 中 的 射影 代数 徐福 了 7) 为 4 的 齐 次 素 理 想 。 

(3) P:(R) 中 每 个 射影 代数 集合 均 可 唯一 地 表 成 有 限 个 彼此 不 相 包 含 
的 身影 代数 得 乙 并 ， 


$7.2 维 数 理论 


我 们 已 经 定义 过 一 个 环 B 的 Krull 维 数 dim 有 RR， 它 是 中 素 
理想 链 poCpiC Ch; 之 长 度 mn 的 最 大 可 能 的 值 ( 当 最 大 值 不 
在 在 时 令 dim R= + ce)，M. Nagata 给 出 了 无 限 维 Noether 环 
的 例子 (习题 1 ). 但 是 Noether 局 部 环 的 维 数 一 定 是 有 限 的 。 更 
确 团 地 说 ,对 于 Noether 局 部 环 (4,m) ,以 0(4) 表 示 4 的 所 有 m- 
准 素 理 想 的 生成 元 的 最 少 个 数 , 即 

6(4)=min{n| 有 4 的 mm- 准 素 理 想 9,q 由 ?元 生成 y}， 再 以 
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4(4) 表 示人 xp(4)19 为 m- 准 素 理 想 } 的 公共 次 数 ( 见 上 节 末 尾 )， 
则 我 们 有 以 下 值得 注意 的 结果 

定理 3 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ， 则 6(4) =d(4)= 

dim A., 

注 记 ” 由 于 6(4) 和 a (4) 均 是 有 限 值 ， 从 而 由 此 定理 即 知 每 
个 Noether 局 部 环 的 Krull 维 数 都 是 有 限 的 . 

为 了 证 明定 理 3, 我 们 依次 验证 6(4)>&(4)>dim4>6(4) 
首先 由 引 理 7 即 知 下 面 引 理 9 成 立 ， 

引 理 9 6(4)>d(4). | 

引 理 10 4d(4) 守 dim 4， 

证 明 对 da(4) 用 归纳 法 .车 4(4)=0, 则 由 4(4) 的 定义 可 
知 对 充分 大 的 %,1(4/m") 均 为 常数 ， 从 而 m*=m"t1， 由 中 山 引 
理 可 知 m"=(0), 于 是 4 为 Artin 环 , 从 而 dim 4=0, 即 4(4) 
=0 时 引 理 10 成 立 ， 现 设 4(4) 之 1, 令 poCpiC'*CCPr 为 4 中 
素 理 想 链 ， 取 x Ep 一 Po; 记 4 = 一 4/po, 这 是 局 部 整 环 ， 其 唯一 极 
大 理想 为 m， 以 表示 x 在 4 中 的 象 , 则 50(€ 4)， 于 是 有 
4 - 模 同 构 fj :4 一 FX4 ,yy(yEA4).IBN=5A,N,=NCI" 
有 A， 则 由 Artin-Rees 引 理 可 知 {入 ,} 为 4 - 模 叉 之 稳定 的 子 模 mm- 
链 ， 并 且 有 4 - 模 正 合 序 列 

O—>N/N,—>A/m A—> A/m" 4 一 0， 

其 中 和 4= 有 /4，m 为 m 在 4 中 的 象 ， 它 是 4 中 唯一 极 大 理想 . 
根据 引 理 6, 存 在 多 项 式 g (1) 使 得 对 充分 大 nn 均 有 g(n)=1(N/ 
入 ,)， 于 是 由 上 面 正 合 序 列 可 知 对 充分 大 的 % 均 有 g (nn) 一 xX 外 
(n) 二 x2(m) 二 0。 但 是 我 们 有 4- 模 同 构 妨 宇 4。 从 而 由 引 理 6 
知 g(t) 与 XW(t) 有 相同 的 次 数 和 首 项 系数 。 这 就 表明 degx (2) 
< deg x2(t) 一 1. 即 d( 4)<a( 有 A) 一 I。， 另 一 方面 ,由 于 4/ 


* 是 4/mn" 的 同 态 象 ; 从 而 14/m"”)<UA/m")， 于 是 4(4)< 
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d(4). 从 而 4a( 4)<d(4) 一 1， 由 此 用 归纳 假设 ,可 知 环 4 中 素 
理想 链 的 长 度 均 不 超过 4(4) 一 1, 但 是 Pi ChzC.… Ch 是 4 中 
长 为 7 一 1 的 素 理想 链 ， 于 是 7 一 1<a(4) 一 1， 即 +r<d(4) 这 就 
证 明了 dim 4<a(4). | 

定义 设 ? 为 环 4 的 素 理 想 , 则 形 如 ppChIC…:Cp;，=p 的 
4 中 素 理想 链 长 度 r 的 最 大 值 称 作 是 p 的 高 ,表示 成 九 (p)。 由 于 
4 与 局 部 环 4 中 素 理想 之 间 的 保 序 对 应 关系 ， 可 知 h(p) = dim 
Ap., 

引 理 11 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ，d= dim 4， 则 存在 
4 中 一 个 m- 准 素 理想 9, 它 由 4 个 元 素 %1,…… ,ws 生成 .于 是 dim 
A 宇 0(4). 

证 明 不 妨 设 &>1. 我 们 首先 归纳 构 作 一 组 元 素 i,"… ,4 
满足 如 下 性 质 ， 对 于 每 个 i(1<i<d) 和 包含 {ww1,…… ,WW》 的 每 个 
素 理 想 p, 均 有 hh(p) 宇 i. 

设 wi,… ,wwii 已 构 作 好 ,以 p;(1<j<s) 表 示 属 于 理想 a = 
(WWi1)( 当 i=1 时 ， 取 a=(0)) 的 全 部 极 小 素 理 想 之 中 高 
为 i 一 1 的 那些 (如 果 没 有 这 样 的 极 小 素 理想 则 令 s= 0)， 由 于 ;一 


1<d=dim 4=h(m) ,从 而 mp,(1<j<s)， 于 是 m 千 [jp 
4 一 | 


取 Em,w; 多 U Hp， 设 9 为 包含 {2 2 的 一 个 素 理 想 , 则 9 
j=1 


必 包 含 属 于 理 下 (ww ,，… ,4-_1) 的 基 个 极 小 案 理 想 p。 如 果 p=p， 
《对 某 个 7), 则 wiEq9,%; 亿 pp, 从 而 9p。 于 是 (9) 宇 h(9)++1> 
i 一 1 十 1 二 i。 如 果 p 半 Pp，(1 志 7 三 6)， 则 及 (9) 宇 i。 从 而 有朋 (9) 宇 
h(p) 宕 i。 这 就 表明 对 于 每 个 包含 {4 ，,，…… ,4;} 的 素 理 想 9, 均 有 
h(9)>i. : 

现在 按 上 述 方法 构造 出 ww,… ,ws， 考 虑 理想 4 二 (yl ……， 
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us)， 令 p 是 属于 9 的 素 理 想 , 则 有 (Cp) 宇 d ,从 而 必然 p 王 中。 于 是 
属于 9 的 素 理 想 只 有 m。 这 表明 9 是 m- 准 素 理想 。 这 就 完成 了 
引 理 11 的 证 明 , 】 

综合 3| 理 9,10 和 11, 我 们 便 完 全 证 明了 定理 3， 定 理 3 有 许 

了 系 1 设 (4，m) 为 Noether 局 部 环 ， 则 dim 4 入 dim。，(m/ 
m“ ), 甚 中 有 R=4/m 为 局 部 环 4 的 剩余 类 域 . 

证 明 若 纹 ,… ,Wm， 使 得 它们 在 m/m? 中 的 象 是 上 -向 
量 空 间 m/m? 的 一 组 基 , 则 由 第 二 章 可 知 wi,"…*',% 生成 m， 于 
是 dim(m/m?)=s>60(4)=dim 4A, 

系 2 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ,XEm, 并 且 z 不 是 4 的 
去 因 子 , 则 dim 4/(x)=dim 4 一 1 

证 明 如 引 理 10 的 证 明 中 所 显示 的 那样 ,我 们 可 得 到 dim 4/ 
(xX)=ad(A/(7x))<ada(A)—1=dimA4A 一 1， 另 一 方面 , 记 d 二 dimA/ 
(z). 注 意 (4/(z),m/(z)) 为 Noether 局 部 环 , 设 wi(1<isa) 属 于 
m ,并 且 它 们 在 4/(x) 中 的 象 生成 一 个 m/(x)- 准 素 理想 ， 则 (zx， 
Ul," * ,Wa) 是 4 中 的 m- 淮 素 理 想 ， 从 而 d+1> dq(4)=dim 4， 
这 就 证 明了 dim A/(x)==dim 4 一 1. i 

例 1 设 40 为 Artin 环 ,4 二 40[ zi,……' ,zw,] 为 多 项 式 环 , 中 
一 (1 ,和 ) EMax 4。 则 分 次 环 Gm( Am) 同 构 于 4， 于 是 Gn 
(4m) 的 Poincare 级 数 是 (1 一 “。 由 定理 3 即 知 dim Am 一 s. 


定义 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 。 如 果 1，,，…* ,ws 生成 4 
的 某 个 m- 人 谁 素 理想 ,a 一 dim 4 , 则 称 {%1,，… ,4s} 为 4 的 一 个 参数 
系 ， 例 如 上 例 中 x1,*…,%, 就 是 环 4m 的 参数 系 . 

5| 理 12 设 纪 ;,，… ,Wi 是 Noether 局 部 环 (4,m) 的 一 个 参 
数 系 ，9 二 (ww ,Wa)(d 二 dim 4) 是 此 参数 系 生 成 的 m- 准 素 理 
想 . 如 果 了 于 (三 , 刀 ) 为 多 项 式 环 4 机 ,…… ,tj 中 的 s 次 齐 次 多 项 
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式 , 并 且 (ws… ,4)E9't1, 则 于 的 所 有 系数 均 属于 nm， 

证 明 ”存在 着 唯一 的 环 同 态 ec: (4/9) [1,*… ,ts]>Ga(4)， 
使 得 xc(t) = 二 GE9q/q2SGq(4) ,并 且 a 在 4/9 上 的 限制 为 恒 等 映 
射 ， 由 于 9 二 (WW,… ,Ws)， 从 而 a 是 环 的 满 同 态 .将 了 (#1,…， 
1!) 的 系数 模 q 之 后 变 成 (4/9)[1,…* ,taj 中 的 多 项 式 , 记 为 了 (ti， 

…,t4)。， 由 于 引 理 假设 条 件 可 知 了 (和 … ,Wi) =0E9*/9°+! 导 
Go(4)， 因 此 ,f(t1,… ,ts) EKera, 从 而 丈 Ga(4) 是 (4/9) [ui， 
/T(t ,to)) 的 同 态 象 ， 如 果 f (41,… ,4s) 的 系数 不 全 
属于 m， 则 了 (ti1,… ,ts) 不 是 环 (4/9)[1,… ,ts] 中 的 零 因 子 . 
于 是 

d (Ga(A)) EA AS DE ta/ (fs ,ti))) 
<ad((A/q)[ti, ,tj]) 一 1 (习题 2) 
=d 一 1 (由 于 4/9q 是 Artin 环 ). 

这 就 与 4 (Go(4))=a 相 了 矛盾 。 从 而 了 的 所 有 系数 均 属 于 m。， 

引 理 13 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 , k= 二 A/m,yul,*…， ,Us 
为 4 的 一 个 参数 系 , 为 4 中 一 个 子 域 同 构 于 R。 则 1，*…* ,ws 
在 到 上 代数 无 关 . 

证 明 用 反 证 法 ， 如 果 存 在 非 零 多 项 式 ff (ti,'…',1s) E 
K[ti ,ta], 使 得 f(y,4)= 二 0. 记 二 了 ,二 f r+，*, 其 中 
f .和 0 为 的 :次 齐 次 分 量 . 则 f (wy Wa) 二 一 fn(W，*……， 
2zi) 二 GEq”， 其 中 9=(x us) 是 mm- 维 素 理想 ， 由 引 理 
12 可 知 了 .的 系数 均 属 于 m. 但 是 有 的 系数 均 属 于 下 , 而 又 有 域 
同 构 K 宇 4/m, 从 而 必然 了 便 为 0, 这 就 与 fuss0 相 了 矛盾 . | 

定理 4 设 (4,ml) 为 Noether 局 部 环 ,d 二 dim 4,k= A/m, 
则 下 面 三 条 件 彼此 等 价 ， 

(1) Gm(4) 作 为 分 次 环 同 构 于 多 项 式 环 k[t1,… ,ts]; 

(2) dim,(m/m’*):=d; 

(3) mm 可 由 & 个 元 素 生 成 . 
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证 明 (1) 祁 (2): 令 歼 = (0) 为 天 [二 :的 极 大 
理想 , 则 my/m2 兰 M/M2(R- 向 量 空间 同 构 )。 从 而 dims(mym2) 二 
dim,(M/M’)=d., 

(2) 沪 (3): 设 妇 WEGEm 使 得 mym2 一 Ri 二 .十 RU 
则 wl， ,ws 生成 mm， 

(3) 人 (1): 设 m=(tw ,Ws) ,在 引 理 12 的 证 明 中 取 4 二 mm， 
可 知 那 里 的 同 态 ea:R[ 二 ，… ,taj>Gm(4) 事 实 上 为 分 次 环 的 同 构 
( 即 Kera=(0)). | 

定义 ”满足 定理 4 条 件 的 Noether 局 部 环 4 叫 作 是 正则 
的 ， 

例 2 设 & 为 代数 封闭 域 ,A4=k[zi,*… ,Xi] ,m= (%1,*…*， 
xs)， 则 Noether 局 部 环 4m 为 仿 射 空间 “在 原点 (0,"… ,0) 处 的 
局 部 环 , 令 m=mAm, 则 m/m? 竺 m/m?， 由 此 Gi (Am) 作为 分 
次 环 同 构 于 多 项 式 环 R[ ，… ,ts]( 元 于 ;Em/m?CGAa(Anm) 对 
应 于 刀 )， 而 dim 4m=d( 例 1)， 从 而 由 定理 4 可 知 hn 为 正则 
Noether 局 部 环 ， 


最 后 我 们 谈 谈 Noether 局 部 环 的 维 数理 论 在 代数 几何 中 的 应 
用 .首先 是 Noether 环 的 一 个 结果 . 

5j 理 14 放 4 为 Noether 环 ,xircE4. 则 对 于 属于 
理想 (2 … ,7 的 每 个 极 小 素 理 想 p, 均 有 jp) 大 7。 

证 明 〈4p,p4p) 为 Noether 局 部 环 ,而 (wi1,… ,wr) 在 hp 中 
的 扩张 理想 为 mm- 肉 素 理想 ，m=p4p (这 是 因为 m 为 4p 中 包含 
(ui, 21) 的 唯一 素 理 想 )， 于 是 *>dim Ap 二 h(p). 旧 

定理 5〈Krull 主 理想 定理 ) 设 4 为 Noether 环 ，wE4 
一 U(4)， 并 且 zz 不 是 4 的 等 因子 . 则 对 于 属于 理想 (z) 的 每 个 
极 小 素 理想 P，, 均 有 (P) 一 1 

证 明 由 引 理 14 可 知 h 有 Cp) 人 1， 如 果 h(p) 二 0, 则 Pp 是 属于 
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(0) 的 极 小 素 理想 ， 从 而 Pp 中 元 素 均 是 等 因 子 . 这 与 YEP 并 且 z 
不 为 零 因 子 的 假定 相 媚 盾 .因此 有 PP) 一 1. 1 


引 理 15 设 & 为 代数 封闭 域 , 则 多 项 式 环 R[x，,… ,wm 的 
Krull 维 数 为 m， 

证 明 册 定 义 知 dim Rixi,……:, rn] 二 sup{h(m)|mE Max 
RLoi， ,wm }， 但 是 在 第 六 合 中 我 们 已 经 证 明了 每 个 极 大 理想 
均 有 形式 mm 一 (zi 一 Qi1,"…*,Xm 一 Qm)，ai:Ek, 在 引 理 14 中 取 
0 二 了 三 m, 即 知 4(m) 夺 mm， 田 一 方面 , PD 二 (Wi 一 G1 一 1) 
均 是 素 理想 (1<i<m), 而 (0) CpiCpzC Chn 一 也。 从 而 
h(m) 宇 m， 于 是 对 每 个 极 大 理想 mm 均 有 有 h(m)= 二 m。， 从 而 dim 


kLxi,* ,mn = mm. | 


定理 6 设 衣 为 代数 封闭 域 , R=k Lv， f; (Xi 
‘rn) RISiI<Nn), 并 8 m>n. 如 果 方 程 组 f(x1,' rm) 
一 0(1 反 2 和 2) 在 六 中 有 解 , 则 必 有 无 穷 多 组 解 ， 

证 明 ” 设 该 方程 组 只 有 有 限 多 解 (a 人 ,em)，a; ER(1< 
i<7,? 之 1)， 令 a 是 由 f1,…,f, 生成 的 五 中 理想 。 则 a 对 应 于 
k" 中 代数 集合 VF(a) 二 {(aP Gm) 11 入 入。 令 a 一 (zi 一 
a vn) VCa)={t(an ,4m)}.。 记 a/=a1**， 
qs; 则 VGC) 二 VCa)， 从 而 Ya 二 Va , 设 p 为 属于 a 的 一 个 极 
小 素 理 想 , 则 p 宇 Ta = 二 Va ,于 是 9 二 a =q4*…"'q:。 从 而 有 i+ 
i<7) 使 得 p 宇 a;。 但 是 4; 为 极 大 理想 ， 从 而 P 了 二 a;。 而 8(p) 二 
h(a)= 二 m(5[ 理 15)。 这 表明 属于 4 的 每 个 极 小 理想 的 高 度 均 为 
mm ,而 双 二 2, 这 就 与 引 理 14 了 矛盾， 

系 设 忆 为 代数 封闭 域 , 灵 =R[zi ,zmj,f1,"…,f。 是 电 
中 常数 项 为 0 的 多 项 式 ,> 有 。 则 方程 组 帮 (Cz yo) 一 0(1 拓 
< ) 在 有 中 必 有 无 穷 多 组 解 . 
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证 明 因为 0，…… 0) 是 该 方程 组 的 解 , 从 而 由 定理 6 直接 推 
出 此 系 .1 

设 为 代数 封闭 域 ,为 ”中 的 代数 徐 , P= 二 了 (V) 为 对 应 于 
F 的 素 理 想 。kLV ] 和 (TV) 分 别 是 下 的 坐标 环 和 有 理沙 数 域 ， 我 
们 在 第 六 章 中 已 经 把 k(V) 在 上 的 超越 次 数 定义 为 代数 徐 V 的 
维 数 ,表示 成 dimF .V 上 每 个 点 了 P 二 (a1,'*"* ,Gm) 对 应 着 k[LV] 的 
极 大 理想 mp ( 它 是 RELzi Yo 中 极 大 理想 (ZI 一 61 ,Vm 一 
an) 在 [VV] 二 k[z1,"…， ,zj/P 中 的 象 )， 我 们 把 Noether 局 部 
环 kLV jm 的 维 数 dim kLV jms 叫 作 是 代数 竹下 在 点 书 的 局 部 维 
数 。 代数 徐 的 维 数 和 在 各 点 的 局 部 维 数 有 如 下 的 联系 . 

定理 7 设 k& 为 代数 封闭 域 ,为 k” 中 的 代数 徐 , 则 六 在 每 
点 的 局 部 维 数 均等 于 六 的 维 数 . 

证 明 由 引 理 13 可 知 , 对 于 LV |] 的 每 个 极 大 理想 m， 均 有 
dimV 之 dim Rk[LV jm (在 引 理 13 中 取 4 三 RE 四 Im)。 为 了 证 明 dim 
<dimkEF]jn, 我 们 需要 两 个 引 理 . | 

引 理 16 设 BSE4 为 环 的 整 性 扩张 ，4 为 整 环 , B 为 整 闭 整 
环 ,m EMaxA,n 一 m 门 B, 则 nEMaxB, 并 且 dimAn 二 dimBn, 

证 明 由 85.1 可 知 nEMax B， 如 果 m 恬 91 必 D9q9s 为 4 
中 素 理 想 链 , 则 这 些 素 理 想 与 B 的 交 得 到 B 中 的 素 理 想 链 n 必 qi 站 
BD…: 了 qi 个 B， 于 是 dimBn 之 dimAm， 反 之 , 如 果 mnmDhbiD… 
ps 是 B 中 的 素 理 想 链 , 则 由 第 二 提升 定理 可 知 也 有 4 中 的 素 理 
想 链 m2 了 91 了 …' 二 qs。 从 而 又 有 dimBn<dimdn。| 

引 理 17( 正 规 化 引 理 ) ” 设 & 是 代数 封闭 域 ， 4 为 有 限 生 成 
-代数 ,k 为 4 的 子 域 . 则 存在 元 素 y1,'… ,y+: E44, 使 得 y1,.……， 
yy 在 R 上 代数 无 关 , 而 4 在 ALyi……，y 上 整 . 

证 明 设 4=RLuwi 2 不妨 设 4 ,…,w; 在 R 上 代数 
无 关 , 而 Urryis …… un 在 RLz ,wr] 上 均 是 代数 的 。 我 们 对 7n 
归纳 ， 如 果 %=7， 则 引 理 自然 成 立 ， 假设 % 二 r+, 并 且 结 果 对 于 
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2 一 1 个 生成 元 的 情形 成 立 . 由 于 在 [wi,… ,wr_1] 上 代数 ,从 
而 有 多 项 式 0 妆 (x1,… xs) ER[Izi xz， 使 得 fo， 
za) 一 0， 以 jz Ya) 表 示 多 项 式 了 的 最 商 次 (m 次 ) 齐 次 分 
量 . 由 二 下 是 无 限 域 , 从 而 存在 4 ,MER, 使 得 f,, (41,*…… 
A lS0, 令 = 一 Xa(1<i<n-1)) 则 FA 
Un-i1 十 An-iUns Un) 二 0。 将 左边 看 成 是 4 的 多 项 式 ，2z1，… ,zol 
均 作为 常量 ， 则 这 是 关于 的 人 次 多 项 式 ， 并 且 首 项 系数 为 
fn(A1," 411)， 这 是 中 非 零 元 素 . 这 表明 ww 在 RLwi1,'…， 
un-1j 上 整 . 根据 归纳 假设 , 环 4 二 k[wi,，… 24 可 中 可 选取 元 素 
yb y7 使 得 yi ,YY ;在 上 代数 无 关 , 并 且 4 在 k[y1,*……*i 
yr:J 上 整 。 由 于 ;在 4 上 整 , 从 而 4% 也 在 kLy1,……,y:] 上 整 ， 
于 是 4 二 4w,j] 在 Ly,-……*,Y:] 上 整 . ] 

注 记 ”我 们 在 证 明 中 只 利用 了 是 无 限 域 这 一 事实 ， 从 而 这 
个 证 明 对 于 任何 无 限 域 x 都 成 立 。 当下 为 有 限 域 时 , 正规 化 引 理 
仍然 成 立 , 但 是 要 采取 田 外 证 法 . 

现在 我 们 证 明定 理 7 . 根据 正规 化 引 理 我 们 有 REF] 的 子 环 
妃 =RLzi Ye], 使 得 BSARLTF] 为 整 性 扩张 ,从 而 %=dim 了 ， 
并 且 B 是 整 闭 整 环 ， 根 据 引 理 16, 我 们 只 需 证 dimV <dimBn 即 
可 ,其 中 nE MaxB， 人 但 是 的 每 个 极 大 理想 均 有 形式 1 二 (x1 一 
ci ,Xi 一 Gs), GQ;EkR， 于 是 dim Bn 二 ddimV， 这 就 完成 了 
定理 7 的 证 明 . 1 


最 后 我 们 谈 一 下 正则 Noether 局 部 环 的 代数 几何 缘 景 . 
定义 ” 设 & 为 代数 封闭 域 ,f(x1,… ,4;) 为 kLx1,，…* ,zn 中 
不 可 约 多 项 式 ， 则 代数 做 ( 超 班 面 ) 帮 xz， …，yn) = 二 0 上 的 点 已 E 


各 叫 作 是 此 代数 和 的 正常 点 ,是 指 -六 (1<ism) 在 点 己 处 的 值 
不 全 为 0 。 否则, 便 称 忆 为 奇异 点 . 
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定理 8 R, f 如 上 面 定义 所 示 . 则 代数 馈 f(z),… ,+,) 一 0 
上 的 点 P 是 正常 点 邯 访 坐标 环 4 二 k[zw1,… ,zaj/(f) 对 于 点 P 
的 极 大 理想 m 的 局 部 环 Am 为 正则 Noether 局 部 环 . 

证 明 我 们 有 dim 4nm=dim 4-:dim (REzi ,x]/(f)) 
一 dim(RLzi ;va]) 一 1 二 rn 一 1， 此 外 ,由 于 m=(%1 一 Q1,*…*， 


za an)/ (fy m= 而 m/m? 


(zi 一 al nn) 一 1 十 (f), 其 中 忆 = 
(ai …… an)。 从 而 
An 正则 ->dim,(m/m’)=n—1€>1¢ (YI1 一 41 


io)2<> (1<ism) 在 点 已 =- (ai ,4s) 处 不 
全 为 0 人 > 点 尸 为 超 曲面 了 = 0 的 正常 点 .上 


习 题 . 


1. (Nasgata 关于 无 限 维 Noether 整 环 的 例子 ) 设 玉 为 域 , A 二 k[ xi， 
zu (可 数 无 穷 多 未 定 元 的 多 项 式 环 )。 mi 区 .为 正 整 数 
列 , 使 得 对 于 每 个 1 之 2 均 有 M+ 一 > mi— mi-i。 令 Pi 一 (Zmi+13 “9 


Xmiri)s S= 4A— 人 Pp,, 求证 


(1) ph,ESpec A(i>1), 

(2) S 为 A 的 乘法 集 . 

(3) S-:4 为 Noether 整 环 ， 

(4) 5S-'4 中 素 理想 SPp, 的 高 为 mi 一 mi。 于 是 dimS 4= 十 co。 

2. 设 4= 田 4, 为 分 次 环 ,其 中 4 为 Artin 环 , 用 = 约 M。 为 有 限 
生成 的 分 次 4- 模 ， 如 果 a€ 4%, 并 且 由 am 二 0,mE MM 可 推出 m= 二 0。 求证 
QCM/aM)=d (ML) 一 1。 [提示 :利用 正 合 序列 0 一 ab, 一 Ms 一 Mu/ 
aM, 一 0, 并 参考 引 理 10 的 证 明 .] 

3. Noether 坏 中 每 个 素 理想 的 高 均 是 有 限 和 的 。 由 此 推出 ;Noether 环 的 
每 个 素 理想 降 链 fp 三 pi 三 … 三 ?三 … 必 是 稳定 的 , 即 存在 ”使 得 D。 一 Ps+， 
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4. 设 太 为 域 ,4 二 R[x',z*],m 二 (x*,z*)。 求证 局 部 环 Am 不 是 正则 的 
Noether 局 部 环 。 


$7.3 完备 化 
设 1 为 4- 模 。 对 于 环 4 的 理想 降 链 


fa :ao 司 三 三 oo 二，…， 

我 们 可 以 在 如 中 引进 如 下 的 拓扑 ; 对 于 每 个 EM ,规定 {xz+ 
az 妊 1n 宇 0) 为 7? 的 基本 开 集 组 而 任意 多 个 形 如 x 十 a, MM (xwE 
衣 ,n 宇 0) 的 集合 之 并 均 是 放 中 的 开 集 。 这 种 开 集 全 体形 成 的 集 
族 是 满足 拓扑 空间 的 开 集 公理 的 ,因为 

(D = 日 (z+a20) 和 = 避 (z + ooM) 均 是 开 集 ， 

《2) 任意 多 个 开 集 的 并 显然 仍 是 开 集 ， 

(3) 如 果 zEtz+a NI)m Gy+an 有 2)。 令 4=max (2 ?mm)， 
则 不 难看 出 >+avESE(Gz+TaaD) 人 (Gy+an)， 于 是 


(+ou)mCy+a M) = U (z+aM). 
ztE(s+a.M)N(y+a, MM) 


由 此 不 难看 出 ,任意 有 限 个 开 集 之 交 仍 是 开 集 . 

于 是 ,型 由 此 而 成 为 拓扑 空间 , 称 作 是 {a.)~ 拓 扑 空 间 。 特别 
取 = 4, 则 4 上 如 此 定义 的 拓扑 叫 作 是 fo,}- 拓 扑 . 

一 个 重要 的 特例 是 取 a 为 4 的 理想 ,而 a, = 二 a", 这 财 用 或 4 对 
于 由 理想 降 链 {a"} 决 定 的 拓扑 叫 作 是 a~adic 拓扑 ， 

一 个 群 G 如 果 又 是 拓扑 空间 ,并 且 上 映射 CG x G 一 G，(2，Y)H> 
vy 和 G 一 G ,zy% 均 是 连续 的 , 则 称 G 为 拓扑 群 ， 类 似 地 , 设 4 
为 环 而 形 为 4- 模 ， 如果 开 是 拓扑 加 法 群 ,并 且 对 于 每 个 saE4, 喘 
射 M 一 M ,zayz 均 是 连续 的 , 则 称 1 为 拓扑 A- 模 。 最 后 ,如果 
环 4 是 拓扑 4- 模 , 则 称 4 为 拓扑 环 ， 
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不 难 验证 ,4- 借 村 对 于 tas} 拓扑 是 拓 扑 4- 模 ,于 是 4 对 于 
(ao 轩 拓扑 是 拓扑 环 ，《〈 例 如 车 虑 映射 了 :4 x 4->4,(a,b)>ab. 
对 于 a5 的 一 个 基本 开 集 cb+ 0,4, 我 们 有 (a,5) 在 4x4 中 (对 
于 积 拓扑 ) 的 开 集 总 =(a+os4)x(p+ao4) 使 得 AD)=-(a+ 
nd4)(2+oas4)Sao+as4。 这 就 表明 了 是 连续 的 . 其 他 也 可 类 
似 验证 .) 

4 模 M 对 于 fa.}- 拓 扑 为 Hausdorff 空间 的 充 要 条 件 是 
[ 1 = (0). 这 是 因为 如 果 门 0 和 Y=(0), 则 对 于 MM 中 任意 两 


na 0 nzr 0 
个 不 同 的 元 下 XY 和》 ,xw 一 y 六 0, 从 而 存在 n 汪 0, 使 得 xz 一 yg 
qn M .于 是 x 的 开 集 x+a,M 和 Y 的 开 集 y+a 开 不 相交 ， 反 


之 ,如 果 0szE |{ 12 , 则 0 的 每 个 开 集 均 包 含 某 个 基本 开 集 


0 开 , 而 z 在 0 到 之 中 ,因此 {a)- 拓 扑 空 间 歼 区 至 都 不 是 人 
型 的 ,从 而 更 不 是 Hausdorff 空间 ， 特别 地 , 环 4 对 于 {a,}- 拓 提 


是 Hausdorff 空间 人 > 人 fla- (9)。 而 政和 4 对 于 a-adic 拓扑 
N20 


是 Hausdorff 空间 的 充 要 条 件 分 别 是 [a"M=(00) 和 门 a"= 
(0). 
现在 我 们 要 说 明 , 条 件 [ a" 并 = (0) 和 门 a"=(0) 并 不 是 很 


R270 
苗 刻 的 (3 引 1 理 19 的 三 个 系 )， 

引 理 18 设 4 为 Noether 环 ,a 为 4 的 理想 , 及 为 有 限 生成 
4- 模 , 妈 是 下 的 4- 子 模 。 则 形 " 由 歼 的 a-adic 拓 扑 所 诱导 的 拓 
扑 和 -作为 4- 模 本 身 所 具有 的 a-adic 拓扑 是 一 致 和 的. 

证 明 ”对 于 前 一 惠 拓 扑 ,0 在 MM 中 的 基本 开 集 为 a*"MN MM 
(% 之 0), 而 对 后 一 种 拓扑 则 为 a”M'(n 汪 0)， 但 是 由 Artin-Rees 
9] 理 ( 引 1 理 3 ) 的 系 ， 存 在 * 汪 0 使 得 对 每 个 2 三 有 均 有 (a*MM) 丫 
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有 =aa (01) 有 有 Sa 另 一 方面 又 显然 有 9 人 导 
(a*M) 站 人 I'(n 宇 0)。， 从 而 这 两 种 拓扑 是 一 致 的 . ， 

引 理 19(Krull) 设 4 为 Noether 环 ,aa 为 4 的 理想 ,到 为 有 
限 生成 4 - 模 .。 则 


(| a"M= 二 {wx EM| 存 在 aEna 使 得 (1 一 a)zx 二 0), 


0 


证 明 如 果 aE€n,， (1—a)zx=0, WH x = 一 QZ 一 WwW 和 一 。。。 一 
orz 一,…。 由 于 arzEaaz ,从 而 xz 区 [aa. 反之 ， 令 和 '= 人 


Rew0 R20 


a"M.。 由 假设 知人 如 为 Noether 4- 模 , 从 而 开 是 有 限 生 成 的 4- 
子 模 。 由 于 好 “是 0 在 歼 中 的 所 有 邻 域 之 交 ， 从 而 对 于 子 模 型/ 
的 诱导 拓扑 , 0 在 履 “ 中 只 有 一 个 邻 域 到 。 根据 ?| 理 18, 子 模 3 
的 诱导 拓扑 与 邮 “ 本 身 的 a-adic 拓扑 是 一 致 的 ， 而 对 后 一 拓扑 ， 
a 杂 “为 0 在 形 * 中 的 邻 域 ， 从 而 a 开 一 于。 由 于 戏 是 有 限 生 
成 4- 模 ,可知 存在 a Ea 使 得 (1 一 a) 开 “=(0)。， 特别 对 每 个 *€ 


M’= [1o"MM, 均 有 (1 一 a)x=0.】 


nr0 
系 1 如 果 4 为 Noether 整 环 ,a 为 4 的 真理 想 , 则 |] a"= 


ni20 
(0), 
证 明 由 于 1+a 没有 零 因 子 , 由 引 理 19 即 得 此 系 . | 
系 2 设 4 为 Noether 环 , a 为 4 的 理想 并 且 a 包含 在 4 的 


大 根 r(4) 之 中 ， 开 为 有 限 生 成 4- 模 ， 则 [| a* 必 = (0)。 特别 地 
nw0 


有 {Ya*=(0). 


N20 


证 明 由 aSr (4) 可 知 1+aSVCA)。 然 后 由 引 理 19 即 得 
此 系 . | 
系 3 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ,MM 为 有 限 生 成 4- 模 , 则 
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f 1m"=(0)， 特 别 地 有 { | m"= (0). 
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证 明 因为 m==r(4), 从 而 由 系 2 即 得 结果 ,1 


设 4 为 环 ,a 为 4 的 理想 , M 为 4- 模 .现在 我 们 假定 和 0" == 
#0 


(0), {a"M = 二 (9)， 从 而 A4 和 MM 对 于 a-adic 拓扑 均 是 Hausdorff 
n>0 


拓扑 空间 。 现在 我 们 试图 在 4 和 ML 中 引进 距离 从 而 使 它们 成 
为 距离 空间 ， 对 于 每 个 元 素 0o 闪 zE M。 由 于 wg [a* 和 =(0)， 


R20 

并 且 a0 形 一 形 三 na 到 三 三 o 玫 三， 从 而 存在 唯一 的 n 宕 0， 
使 得 x Ea" 有 一 a"*i 和 我们 定义 v(x)==n。 此 外 令 »(0)==%， 
类 似 地 , 对 于 每 个 元 素 0 六 a € 4， 也 有 唯一 的 >0 使 得 a Ea" 一 
a"t!1， 定 义 y(g)=n, 而 vy(0) = co。 不 难 验证 我 们 有 (对 于 ae 4， 
yc HA) 

7(X) 一 co 和 > 一 0，y(a)=co 拓 >>6 一 0， 

六 一 YY) 一 >(Z)， »(—a)=»(a), 

yl(ar)>v(a) +yv(), 

»(T+ty)>min(y(z),»(y)), 
这 里 我 们 规定 +n 二 =n 二 吕 ==00.0%0==0%,oo0>>n, 如 果 再 令 |x|= 
2 1al=2 (规定 2 三 0), 则 由 上 面 诸 项 可 得 到 (saE 4,x， 
yE€E WM) 

(i) |z| 二 0, 并且 jx]=0€=>7 =0， 

(ii) |—z|1=|s|; 

(iii) [z+y|l<max(|z|,1y|); 

(iv) laz|l<lallzl. 
最 后 ,对 于 x,yE 对 ,定义 4(z,y)= 二 [xz 一 y|, 称 作 是 * 和 Y 的 距 
离 ，。 则 由 (一 (iv 得 到 d(x,y) 满 足 通常 的 距离 公理 ， 
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(1) ad(w,y) 汪 0, 并 且 dry)=0 拓 >z=y， 

(ID ad(w,y)=ad(y,»). 

(II a(w,2)<a(r,y)+a(ly,2). 
于 是 1 由 此 而 成 为 距离 空间 ， 类 似 地 在 环 4 中 定义 距离 ,使 4 也 
成 为 距离 空间 . 还 有 一 点 值得 注意 的 是 ,由 (iii) 可 推 得 比 (HD 更 
强 的 结果 | 

(HI ad(w,2)<max(d(r,y),d(y,2)). 

现在 我 们 可 以 象 点 集 拓扑 (或 者 泛 函 分 析 ) 中 那样 讨论 距离 空 
间 的 完备 化 问题 ， 但 是 由 于 我 们 有 比 (HID) 更 强 的 性 质 (IIT') ,使 
得 在 某 些 方面 比 通常 的 程序 还 要 简单 和 特殊 些 。 按照 通常 的 程 
序 ,首先 要 定义 距离 空间 开 中 序列 的 收敛 性 , 极 限 和 Gauchy 序 
列 . 

定义 设 {z} 为 妈 中 序列 ,x E MM. 称 序列 {x,) 收 化 于 xz, 或 
省 叫 作 x 是 序列 {x,} 的 极限 并 且 表 示 成 zo 一 2 或 者 lim x 二 x， 
是 指 对 每 个 实数 。>0 均 存在 太 二 NN(e), 使 得 当 %w 汪 入 时 均 有 
iz— x)|<e, 

对 于 4 也 可 类 似 定义 收敛 和 极限 概念 ， 并 且 不 难看 出 ， 如 果 


TH YY na ra Yn TY Caoac4)， 则 zw 士 yn 一 >2 土 


yanzn>az。 (注意 ，laz|<lallz|，) 最 后 ， 由 人 ]o 好 =(0) 
nr0 


不 难 推 得 ,如 果 序列 {+,} 有 极限 , 则 极限 是 唯一 的 . 
定义 ” 履 中 序列 {x,} 册 作 是 Cauchy 序 列 ,是 指 对 任意 20 
均 存 在 妇 二 入 (e) ,使 得 当 m,n 之 入 时 均 有 [zs 一 zw|<<e. 
这 是 Cauchy 序列 的 通常 定义 ， 由 于 我 们 有 (II) 式 ,使 我 们 
有 下 面 简单 判别 法 ; 
引 理 20 ” 戏 中 序列 {z} 为 Cauchy 序列 和 >Czo+l 一 za) 一 0。 
证 明 ”由 ‘11 ) 式 我 们 知道 ( 设 sm)， 


| £,—- rn | 一 | (Ti Ln-1) 十 (XA1— wn) 士 % "十 (zf+l 一 Zam)| 


<max(|z, 一 Xi， [zi 一 Zn |zn+l 一 Xml)， 
从 而 

{vw} 为 Cauchy 序列 和 > 对 每 个 e>0 均 有 入 二 入 (e) 使 得 

当 % 宇 N 时 | zt [|< (rt 7) 0.1 


定义 时 中 级 数 习 mr， 二 V1 十 $2 十 "十 十 :于 作 是 收 
化 的 ,是 指 序列 {sn } 收敛 ， 其 中 8n— TIT*** +t 如 果 sn 一 8 EE 
M, 我 们 也 记 成 忆 z， =s. 


由 引 理 20 可 知 ,级 数 忆 <， 收敛 所 之 2 一 0 


定义 、 拓 扩 空 间 叫 作 是 完备 的 , 是 指 其 中 每 个 Cauchy 序列 
均 有 极限 ， 

拓扑 空间 企 叫 作 是 拓扑 空间 允 的 完备 化 ， 是 指 卫 为 多 的 笛子 
集 ， 并 且 仿 是 完备 的 。 熟知 若 卫 完备 则 人 多 王 克 ， 并 且 允 的 完备 化 
本 质 上 只 有 一 个 .( 即 色 的 两 个 不 同 的 完备 化 拓扑 空间 是 同 胚 的 ). 

设 4 为 环 4 的 理想 ,MM 为 4 模 ,并 且 假 疫 | 1a"= (0), {| a 


nw0 


下 二 (0). 现在 我 们 象 点 集 拓扑 学 中 那样 作 a_adic 拓扑 环 4 和 拓 
扑 4- 模 MM 的 完备 化 ， 以 C( ML) 表示 以 中 全 部 Cauchy 序 列 组 
成 的 集合 。 如 果 {xs} 和 {yw} 是 及 中 的 Cauchy 序列 , a€ 4, 则 
{x 士 ys} 和 {faz,} 也 是 1 中 的 Cauchy 序列 ， 由 此 将 C(M ) 作 成 
4- 模 . 玖 中 以 0 为 极限 的 Cauchy 序 列 全 体 Z(M) 是 C(M) 的 4- 子 
模 .于 是 我 们 有 商 4- 模 收 =C( 以 )/2Z( MM). 完 全 类 似 地 ,我 们 可 以 
定义 环 C(4) 和 它 的 理想 2(4) ,其 中 CC4) 中 元 素 {a,} 和 {5,} 相 乘 


定义 为 {aab,}， 从 而 有 商 环 4 = 二 C(4)/Z(A)。 进而 , 对 于 fa) 
EC(4) 和 {fx}E CO(MM), 易 知 {a,2s}EC( 民 )， 于 是 可 对 C (MM) 


赋予 0(4)- 模 结构 .如果 {a,}EC(4), {x,}EZCOM), 则 {a,X，,} 
EZ(M). 于 是 又 诱导 出 收 =C( 必 )/Z(M) 上 自然 的 C(4)- 模 结 
构 .最 后 , 易 知 2(4) 将 下 零 化 ， 从 而 下 又 赋予 自然 的 4- 模 结构 . 


。 258 。 


作 上 映射 :4 一 4, f(a)== {fa} ,其 中 {a)} 为 常量 序列 ,fayEC 
(A), 而 fa) 表示 {fa} 在 C(4)/2Z(4) 中 的 象 ， 易 知 为 环 同 态 ， 
且 核 为 (0).( 即 {fa}E 2Z(4)€>a= 二 0.) 通 过 下 我 们 可 以 将 4 看 作 
是 4 的 子 环 ， 事 实 上 ,4 是 4- 代 数 ， 类 似 地 ,可 将 M 看 作 是 放 
的 4- 子 模 ， 并 且 对 于 a€ 4,a 作 为 4 中 元 素 和 4 中 元 素 对 于 放 
的 作用 是 一 样 的 . 

设 b 为 4 的 理想 ， 令 b={tamYEA|a,Eb). 这 是 二 的 理 
想 ， 另 一 方面 ,作为 4- 模 ,b 的 完备 化 应 当 为 C(b)/2Z(b)， 不 淮 
看 出 这 两 种 看 法 是 一 致 的 ,因为 作 映射 C(b) 一 b,{as}F>tas， 这 
是 4- 模 满 同 术 并 且 核 为 Z(b)。 从 而 C(b)/2Z(b) 和 b 作为 4- 模 
是 同 构 的 .事实 上 它们 作为 4- 模 也 是 同 构 的 . 

引 理 21 设 a 是 环 4 的 理想 ,用 为 4- 模 . (a"=(0)， 人 
arM 一 (0)， 则 的 

(1) 门 *=(0)， 从 而 对 于 {4 中 -拓扑 是 Hausdorff 拓扑 

0 
环 ， 

(2) WI 站 4=a"， 从 而 4 作为 {0)- 拓 扑 空 间 人 的 子 空间 
拓扑 与 4 本 身 的 a-adic 拓扑 是 一 致 的 ， 

(3) 4 在 4 中 稠密 . 

(4) 久 对 于 {a"}- 拓 扑 是 完备 的 . 

证 明 (1) 设 12JE [a*, 则 对 每 个 汪 0,TarjEa* 于 是 


m0 
有 和 N ,使 得 >> 六 时 avEa"。 这 表明 在 4 中 一 0。 即 {as}== 
=0E4. 
(2) 设 TarjEa* 丫 4, 则 有 5,Ea” 使 得 [5 一 7 机 也 有 ac 
4， 使 得 {a,}={a}, 于 是 {0, 一 49}E F(A4), 即 5,->a， 从 而 对 充 
分 大 的 久 ， b。 一 a Ea", 于 是 aEa"+b, ca".B{a,}={a}Ea". 
这 表明 an 站 4Sa”"， 而 a” 站 4 二 a" 是 显然 的 . 
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(3) 设 {a,}EC(4)， 则 对 每 个 工 之 0, 均 有 入 之 0, 使 得 n, 
Mi 六 当 as 一 anEa , 令 4=ay, 则 fas} 一 {a@ }€ 这 表明 4 
在 4 中 稠密 . 

(4) 设 a,={tagy(G=1,2,3,……) 为 全 中 的 Cauchy 序列 . 
则 对 每 个 L 0, 均 有 信之 0 使 得 i, j 宇 和 Nai 一 a; Eaz. 即 
(arn -一 qx }Ea*。 于 是 对 于 充分 大 的 %n， 则 af? 一 ax””Ea*,， 田 
一 方面 , Gx 为 Cauchy 序列 ;从 而 对 充分 大 的 % 和 mr,aA 人 一 a 
Ea*, 于 是 对 充分 大 的 % 和 mm,al 一 qa")? 二 (Qi 一 Gn) 十 
+( at 一 QQ 二 (ac 一 CC Ea’, 今 7， —at ) ,WI{ 6 }EO(A), 
并 且 对 每 个 工 之 0 和 充分 大 的 %,i,5, 一 as”Ea". 于 是 对 充分 大 的 
1，a 一 {D JE 0 这 就 表明 对 于 4 中 的 { @*}- 拓扑 ，{0,} 是 a， 
(1 一] ,2,.*…) 的 极限 . 

完全 类 似 地 可 证 明 如 下 结果 . 

引 理 22 在 引 理 21 假 定之 下 又 设 开 为 4- 模 并 且 
{1 a" =00), 则 


nO 


(1) 和 站立 =(0). 从 而 应 对 于 {a"})- 托 扑 是 Hausdorff 拓 


ni 0 

扑 丰 - 模 .。 、 

(2) (9 北 ) 门 下 =o 天， 从 而 M 作为 政之 子 空间 拓扑 与 信 
本 身 的 a-adic 拓扑 是 一 致 的 . 

(3) MM 在 冀 中 稠密 . 

(4) 自 对 于 {o"}- 拓 扑 是 完备 的 

根据 上 述 两 个 引 理 , 即 知 {a*}- 拓 扑 环 4 和 拓扑 人 44- 模 站 分 
别 是 a adic 拓扑 环 4 和 拓扑 4- 模 玉 的 完备 化 . 

引 理 23 设 4 为 Noether 环 ,a 为 4 的 理想 ,M 为 有 限 生 


成 4- 模 , 门 a” = (0), 站 a" YM = (0). A = :AY. 
从 一 站 和 一 器 


证 明 令 了 对 -4x 十 '… +4x,， 对 每 个 元 素 了 》EWAH， 由 于 
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M 在 收 中 稠密 ,从 而 有 y, EM 使 得 y, 一 9， 于 是 LUyJEC(CUH)， 
即 yi 一 ya 了 0， 设 ya 一 YEo 玉 一 0 , 则 so， 由 于 


7 
a™M =a"rY) 二 ，。，。 十 0 ”dv， 从 而 Yan+l 一 ys 一 > QnT,;s ns EQ, 
;二 ] 


记 y; 一 > ,Di0， DocE4, 则 


ml 
yn 一 Yi 十 (y2 一 y1) 十 .十 《yn 一 Yn 1) 一 》 ,007 9 
7 一 ] 


其 中 bs,; 二 951; 十 qi; 十 "十 Gao_1y。 
由 于 aowEna 而 so 一 coco， 从 而 7 个 序列 tb》(1 和 7J<r) 均 为 


个 、\ 人 7 A 
Cauchy 序列 ， 从 而 limb,,=6，€ 4. 而 $= 1limy, = 2 6,2,. 


=] 
这 就 证 明了 站 =ANM. i 
系 若 4 为 Moether 环 , 则 a":- a*"， 关 此 4 和 4- 模 NY 的 
{a"}- 拓 扑 即 是 和 -adic 拓扑 . 
证 明 将 ar 看 作 是 4- 模 ,由 引 理 23 即 知人 = (人 on) = (A 


人 
a)"=a", 1 


下 面 我 们 通过 利用 分 次 环 Ga( 4) 来 证 明 , 完备 化 过 程 保持 环 
的 Noether 性 (定理 9 ). 
引 理 24 设 4 为 Noether 环 ,a 为 4 的 理想 ,f ia"= (0). 4 


nO0 
为 a-adic 拓扑 环 4 的 完备 化 ， 则 有 环 同 构 Ga(4) 宇 Gs(4). 
证 明 Ga(4) = 四 4,4s=a"/a"t1, G8(A)=-® 4,, 全， = 


加 Qa/ a_n+1 由 a 的 定义 可 知 a" 门 Qtt oe an+1 进而 ,因为 A 在 4 
中 稠密 ,对 每 个 2E a" 均 有 65E 4 使 得 和 -bE a"t1, 于 是 bE 
qa" 站 4 一 qa”, 这 表明 mm 一 as+ a*+!， 从 而 我 们 有 加 法 群 的 同 构 

Q” 十 Qn+1 


A 
个 n+1 Sa/a"/N\ qti=a"/a"ti— 4,, 
a 


A 入 A 
A, = hn / dt! 
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a 2 - : 
ME ET eI ore pe tb i [2 


再 由 Gu(C4) 和 Gu(C4) 中 的 乘法 定义 即 知 这 两 个 环 是 同 构 的 ， 站 
引 理 25 设 a 为 环 4 的 理想 ,4 对 于 a-adic 拓扑 是 完备 的 ， 
1 为 R- 模 , 门 a"=(0), [1 a" 下 一 (0). 如 果 Ga(M) 是 有 限 生成 
nm0 
Ga(4)- 模 , 则 1 为 有 限 生 成 4- 模 . 
证 明 设 Ga(M)=Go(A)Fi+'':+Ga(A)T,,T EAM— 
一 q"'+1M ,于 是 deg X= 二 e;。 我 们 要 证 M 二 Axi+ 十 4x 
对 每 个 U1€E MMH, 设 wwEaw:M 一 a™ti ,ml 守 0， 则 0 关 认 1€E 


ar 有 /ar ,于 是 有 aiEa 使 得 2 三 Gli Xi 01i 和 


n 
-fatl(1<i<n)， 于 是 Wz 二 WW 一 2 arriEa™mt1iMH， 又 


i=} 


令 wzEa™r 和 一 9"™t1H, 则 1: 汪 Mm， 同样 地 可 有 42 一 了 》, cai2， 
i=1 
En ,a EA" IEISN), — 般 地 ,我 们 有 +i 一 4%; 一 


一 aviEa"mtiM ,auEan (1<i<n)， 于 是 对 每 个 i, >， 


i 三 1 k=*1 


qri 收敛 ， 由 于 4 完备 ,从 而 > ,ax=aiE 4， 于 是 对 每 个 9 宇 0 均 


k=1 


有 


2 


-Dar (Ta)s Xx, 二 4 wT (a)s, 


大 一 1 i=] “ k=] 


-Ty( an) 


一 1 ‘k=g+1 


= Uy 1 一 一 工人 y ojz， EarM. 


1 一 “二 g++ 1 
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如 


由 于 fo 比 一 (0) ;从 而 和 1 一 并 4iz4,0;€ 4, 这 就 证 明了 MM= Azx， 


4 之 0 i 二 1 
+ 二 4 
系 设 a 为 环 4 的 理想 ，{ 1 a"=(0)，A4 对 于 a-adic 拓扑 完 
nz 
答 ， 如 果 Ga( 4) 汶 Noether 环 , 则 4A 为 Noether 环 ， 
证 明 对 于 4 的 每 个 理想 b,Ga(b) = 旬 a"*b/a"tib 是 Ga(4) 
i 


的 理想 ,从 而 Ga(b) 为 有 限 生成 CuC4)- 模 .由 于 fi ae 三 fo 
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-…(0), 根据 引 理 25 知 5b 为 有 限 生 成 4- 模 这 就 表明 4 是 
Noether 环 . | 


定理 9 设 a 是 环 4 的 理想 ， 门 "=(0)。A 为 a-adic 拓 提 


0 
环 4 的 完备 化 ， 如 果 4 为 Noether 环 , 则 全 也 为 Noether 环 ， 
证 明 由 引 理 4 知 Ca(4) 为 Noether 环 。 再 由 引 理 24 知 
Ga( 信 ) 为 Noether 环 ， 由 于 站 a*= 门 *=(0)， 而 全 对 于 a- 
nz2 0 


n>0 


adic 拓扑 是 完备 的 , 从 而 由 引 理 25 的 系 可 知 全 为 Noether 环 , 
作为 完备 化 的 一 个 应 用 ,我 们 来 证 明 ; 正 则 Noether 局 部 环 必 
为 整 环 .这 首先 需要 ， 
引 理 26 设 a 为 环 4 的 理想 , { io=(0)。 如 果 Ga(4) 为 整 
n>0 


环 ， 则 4 为 整 环 ， 
证 明 设 r),yE4;:z 关 0 ys 关 0. 则 za 一 ay Ga 一 0 
r,s 之 0. 于 是 OFEa' /a tSGa( 4),0% y Ea /a SGCo(4). 
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由 于 Cu( 4 ) 为 整 环 ,从 而 0 失 zy Ear+/arfo+l， 于 是 xys0。 即 
4 为 整 环 ， 8 
系 ”正则 Noether 局 部 环 ( 4 ,m) 必 为 整 环 . 


证 明 ”我 们 有 | |m"= (0)， 由 正则 性 定义 知 Gm (4) 同 构 于 


多 项 式 环 k[ti,…',ts]，k 二 4/m,ad= 二 dim 4 。 于 是 Gm(4) 为 整 
环 , 从 而 4 也 为 整 环 . | 

注 记 本 世纪 五 十 年 代 , 采 用 同调 代数 方法 证 明了 ,每 个 正则 
Noether 局 部 环 均 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 这 是 同调 代数 在 环 论 中 
发 挥 作用 的 较 早 例子 . 


定理 10 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 。 则 , 4 为 正则 Noe- 
ther 局 部 环 和 之 全 为 正则 Noether 局 部 环 . 

证 明 由 于 4 为 Noether 环 ,从 而 生 也 是 Noether 环 (定理 9). 
由 全 /nm 宇 4/m， 可 知 器 为 4 的 极 大 理想 .进而 ,对 每 个 + € m ,1 一 
你 有 首 元 束 1 十 XX 十 X22 十 十 NX" 十 。，。 E 才 (由 于 ww CE man， BJ 知 1+ 
x+。 +2X2 十 收敛， 并 且 易 证 它 为 1 一 z 的 逆 ), 于 是 zxEr(4) 
(及 的 大 根 )， 即 m=> (全 )。 这 表明 和 为 全 的 唯一 极 大 理想 ,从 
而 全 为 局 部 环 ， 由 4/m" 兰 全 / m" 可 知 Yn (na) 一 % 人 (2)。 于 是 
dim4=dim4， 又 因为 有 = 4/ms4/ GAN 4) 类 Gan(4)， 所 
以 : 4 正则 Gm(4) 守 Rk[ti,'…* 1]，d 一 dim4< 拓 >G8 (4) = 
k[t1. td=dim4 二 > 4 正则 . 


例 1 设 闷 为 域 ,4 一 REzi zs],m 一 (zza)， 则 局 
部 环 Am 的 完备 化 为 4m 一 R[[zi，……,zs]]( 形 式 寡 级 数 环 ). 不 难 
看 出 ,Gm(A4m ) 同 构 于 RD) 下 一 dim4=dim4uw。 生 一 mm 
Am。 从 而 仿 射 空间 &" 在 原点 的 局 部 环 4m 为 正 则 Noether 局 部 
环 ,而 4m 的 完备 化 44m= 有 [Lz ,… ,zj]] 也 是 正则 Noether 局 部 
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环 . 

例 2 A4=Z.p 表 示 Z 对 于 素 理 想 2Z 的 局 部 化 ， 于 是 (4， 
p4) 为 Noether 局 部 环 ， 以 4 表示 4 对 于 p-adic 拓扑 的 完备 化 ， 
全 叫 作 是 p-adic 整数 环 ， 其 中 每 个 元 素 均 唯一 表达 成 a 二 ao+ a 
六 二 az22+ Tanp T+."，0 寺 gq;p 一 1。 a 叫 作 是 p-adic 整 

是 整 环 ,其 商 域 叫 p-adic 数 域 , 通 常 表示 成 Q,。 更 一 般 地 ， 
设 K 是 代数 数 域 ,0 是 它 的 代数 整数 环 . 对 于 O 的 每 个 素 理想 p， 
Ob 是 0 对 于 Pp 的 局 部 化 ， 以 Op 表示 Noether 局 部 整 环 Op 对 于 
p-adic 拓扑 的 完备 化 (对 于 Dedekind 整 环 0 的 素 理想 p, 显 然 
门 m= (0))， 整 环 O， 的 商 域 通常 记 成 有 Kp, 叫 作 是 在 P 的 局 
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部 域 ， 由 全 体 局 部 域 pC(0) 记 pCESpec 0 ) 来 把 握 乓 的 性 质 , 古代 
数 数 论 中 一 种 重要 的 研究 手段 , 
习 题 

1. 求证 一 维 正则 Noether 局 部 环 是 离散 赋值 环 。 

2.， 设 4 为 Noether 环 ,有 为 有 限 生 成 4- 模 ,a 为 4 的 理想 ,4, 改 分 别 是 
4 和 及 对 于 a-adic 拓 扑 的 完备 化 ,求证 有 人- 模 自 然 同 构 履 宇 4@sM 

3. 设 4 为 Noether 环 ,a 为 4 的 理想 ,了 ,N;,G 均 为 有 限 生成 4- 横 。 4 ， 
应, 育 ,G 分 别 为 4, 了 M,N ，G 对 于 a-adic 拓扑 的 完备 化 。 z 

(1) 若 f: 一 入 为 4- 模 同志 ,求证 是 拓扑 和 4- 模 的 连续 同 态 ( 对 于 0- 
adic 拓扑 ) ,特别 地 ,了 将 用 中 Cauchy 序 列 (极限 为 0 的 序列 ) 映 成 入 中 Cauchy 
序列 (极限 为 0 序列 )。 由 此 自然 诱导 出 4- 模 同 态 六 用 一 办 . 

(2) 若 必 上 名 G 为 4 模 正 合 序列 ,求证 政信 @ 为 4- 模 正 合 序列 . 

(3) 求证 4 为 平坦 4- 校 ， 

4. 设 4={f:R-RIt# 为 无 穷 次 可 微 实 国 数 }。 在 4 中 定义 

(f+g)(x)=f(r) tge(r), (fe)(z)=f(r)g(r) (rER). 

求证 , 4 由 此 形成 环 ,m = 二 {EE4|If(0) 一 0} 是 4 的 极 大 理想 ,并 且 人 mn 去 
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(0)。 

5。. 设 4 为 Noether 环 ，a 为 4 的 理想 。 求 证 以 下 四 个 命题 彼此 等 价 ， 

(1) a 三 r(4)( 4 的 大 根 )， 

(2) 每 个 有 限 生成 4- 模 对 十 a-adic 拓扑 均 是 Hausdorff 空 间 ， 

(3) 对 每 个 有 限 生 成 4- 模 有 ,2 的 子 模 对 于 a-adic 拓 扯 均 是 下 的 闲 
集 ， 

《4) A 的 每 个 极 大 理想 对 于 a-adic 拓扑 均 是 4 的 闲 集 。 

6. 4 为 Noether 环 ,a 为 4 的 理想 , 弄 为 有 限 生 成 4- 模 ,Mi，M: 为 开 
的 4- 子 模 , 全 , 夏 , 政 ,, 政 , 分 别 为 它们 对 a-adic 拓扑 的 完备 化 ,求证 

(1) CM.+ Mi)’= Mt Ms, CMINAM)’= MN M,, 

(CM.: M,)^=(R,: WM,). 

(2) 设 b1,bs 为 4 的 理想 。 求 证 (616.)^= bib， 

7. 议 4 为 Noether 整 环 ,天 为 4 的 商 域 , 4 三 义 .0 为 4 的 理想 ,a 二 4、 
求证 4 的 a-adic 拓扑 与 4 作为 a-adic 拓 扑 空间 到 之 子 空间 的 诱 时 拓扑 是 不 
一 致 的 ,并 且 4 对 于 后 一 拓扑 不 是 Hausdorff 空间 。 
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附录 ”关于 域 的 扩张 


设 五 和 是 两 个 域 ， 如 果 下 是 五 的 子 域 , 则 称 了 为 的 扩 域 或 扩张 。 这 
样 一 对 域 通常 表示 成 F/K. 

设 F/K 和 加 /KK 均 是 域 的 扩张 如果 pg: 了 一 加 是 域 的 单 同 态 (或 称 作 
是 域 的 嵌入 ) ,并 且 9 在 扩 上 的 限制 pl x 是 域 玉 的 人 恒 等 自 同 构 , 则 称 p 是 - 


柑 人 。 例 如 ,车 1 是 域 了 的 加 法 无 限 阶 元 素 , 则 9:Q3 了 了 ， 到 -到 (m,nEt 


Z ,2% 装 0) 是 域 的 嵌入 , 即 马 中 有 子 域 {fe'1leEQ} 同 构 于 Q。 我们 将 {oe:1l1a 
EQ} 等同 于 Q, 它 也 是 也 中 景 小 的 子 域 , 称 作 是 刻 的 守 域 .而 这 时 域 五 叫 作 特 
征 为 零 ， 如 果 1 是 也 中 加 法 有 限 阶 元 素 , 则 1 的 阶 必 为 素数 了 。 这 时 下 中 最 
小 子 域 为 p 元 域 F,。 称 F; 为 下 的 京 域 ,而 这 时 域 太 叫 作 特 征 为 p。 于 是 按 
照 1 的 加 法 阶 特性 我 们 把 域 分 成 两 大 类 ;特征 为 零 或 特征 为 素数 p。 当 下 的 
特征 为 了 时 ， 对 于 任意 a,BEF,(a+p)"=a’"+p"". 

现在 谈 域 扩张 的 分 类 。 设 /KK 为 域 的 扩张 。 作为 域 及 上 向 量 空间 ， 
其 维 数 dim x F 叫 作 是 扩张 也/K 的 次 数 ,表示 成 [了 :及 ]. 如 果 [ 瑟 : 玉 ] 有 限 ， 
则 称 五 /K 是 有 限 ( 次 ) 扩 张 。 否 则 叫 无 限 ( 次 ) 扩 张 。 利 用 简单 的 线性 代数 知 
识 即 可 证 得 ,车 召 /P 和 万 /KK 均 为 域 的 扩张 , 则 [B: Kj]=[E: Fj[F:k]. 
特别 地 , 召 / 为 有 限 扩 张 志 宇 /和 了 了/K 均 为 有 限 扩张 。 

设 F/K 为 域 的 扩张 。 如 果 存 在 五 的 子 集 S ， 使 得 不 = 下 (8S) (右边 表 
示 玉 中 包含 US 的 最 小 子 域 ) , 则 称 下 是 S 在 K 上 生成 的 。 特 别 车 3 为 有 限 
集 , 而 也 = 玉 (58) 二 KK(as，,…… ,a,), 则 称 玉 / 玉 是 有 限 生成 扩张 .又 车 S={a)， 
而 下 二 (a)(aEF)， 则 称 F/K 是 单 扩张 。 易 知 有 限 扩张 一 定 是 有 限 生成 
扩张 。 但 反之 不 然 。 (其 原因 参考 下 面 的 (一 ) .) 

设 F/K 为 域 的 扩张 ,gcE 了 如 果 存 在 非 零 多 项 式 f(x)E K[x], 使 得 f(a) 
=0, 则 称 a 为 玉 上 代数 元 素 , 或 叫 e 在 天上 代数 。 这 时 ,天 [zx] 中 存在 唯一 的 
首 一 ( 即 最 高 次 项 系数 为 1) 多 项 式 jz) ,使 得 ，(1) f(a)=0, (2) g(x)€ 

KEfzjlge(a7?=0 汪 fxz)ig(z)。 称 jx) 为 wa 在 天 上 的 极 小 多 项 式 . 如 果 < 在 天 
上 不 是 代数 元 素 , 即 < 不 是 入 Fx] 中 任何 非 零 多 项 式 的 根 , 则 称 a 为 上 的 
超越 元 素 , 或 叫 < 在 K 上 超越 .如 果 下 中 每 个 元 素 在 到 上 均 是 代数 的 ， 则 称 
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万 /K 为 代数 扩张 否则， 即 五 中 至 少 有 一 个 元 素 在 KK 上 是 超越 的 ， 则 称 
五/ 天 为 超越 扩张 。 这 两 种 扩张 的 最 本 质 区 别 是 

(一) 设 F/K 为 域 的 扩张 ，a EF. 

(1) 车 a 在 KK 上 代数 . 令 f 了 (zx) 为 a 在 及 上 的 极 小 多 项 式 , degf (x) 二 n 之 
1, 则 下 [aj 二 K(a) (了 的 子 域 ),1,a,……,a" !' 为 玉 - 疝 量 空间 不 (a) 的 一 组 
基 , 从 而 [及 (qa): 下] 二 n。J(z) 为 多 项 式 环 K[fx] 中 不 可 约 多 项 式 , 从 而 
KK[zj/(i(z)) 为 域 .并 且 有 域 的 自然 同 构 ,KLx]/(f(z))S 沪 K(a),g(x) (mod 
f(z))r>g (a). 

(2) 如 果 a 在 玉 上 超越 则 环 K[aj 自 然 同 构 于 多 项 式 环 [zx]， 而 域 
K(a) 自 然 同 构 于 有 理 尔 数 域 玉 (x), 从 而 不 (a)/K 为 无 限 扩 张 (但 这 是 有 限 
生成 扩张 )。 


设 了/K 为 域 的 扩张 ,ec ,a,E 我 们 称 {ar,，… ,Qs} 在 KK 上 是 代数 
相关 的 ， 是 指 存在 非 零 多 项 式 fFz,……2zn)E 下 [zzn], 使 得 fc 
an) 一 0。 反 之 ,如 果 不 存在 非 堆 多 项 式 jz zs)E 正 [Cy zy, 使 得 
fc ao) 一 0) 则 称 {c cv) 在 K 上 代数 无 关 . 更 一 般 地 ,下 的 一 个 子 
集 5( 可 能 是 无 限 子 集 ) 叫 作 在 了 上 代数 无 关 , 是 指 S 的 每 个 非 空 有 限 子 集 均 
在 及 上 代数 无 关 。 可 以 证 明 ， 巷 5S 和 人均 是 玉 的 极 大 到- 代数 无 关子 集 ， 则 
1S | 二 1T1。 换 名 话说, 五 中 所 有 极 大 下 -代数 无 关子 集 有 相同 的 势 数 。 这 
个 势 数 叫 作 是 扩张 /EK 的 超越 次 数 。 例 如 设 玉 为 域 ,x 为 未 定 元 ,了 = 二 K(X) 
为 上 关于 zx 的 有 理 函 数 域 ， 不 难 证 明 , 对 每 个 a€ 了 一 ，a 在 到 上 超越 ， 
并 且 忆 /KC(a) 是 代数 扩张 。 于 是 {a} 为 F 的 极 大 下 -代数 无 关 集 合 。 从 而 
K(z)/K 的 超越 次 数 为 1。 类 似 地 , 玉 (z1,，… ,5,)/K 的 超越 次 数 为 ni， 

以 下 着 重 谈 代 数 扩 张 。 下 面 是 代数 扩张 的 最 基本 性 质 . 

(二 ) (1) 有 限 扩 张 必 为 代数 扩张 ， 

(2) 设 了 /K 为 有 限 生 成 扩张 ,= 了 (al,…,as)， 如果 ai 在 K 上 均 
是 代数 的 (1 三 :三 %), 则 耳 /K 为 有 限 扩 张 ,从 而 也 是 代数 扩张 ， 

(3) 车 五 /了 ,FPF/K 均 是 代数 扩张 , 则 五 /KK 也 是 代数 扩张 。 

(4) 设 了 /K 为 域 的 扩张 ， M={aEF 了 la 在 及 上 代数 }, 则 MY 为 了 /K 的 
中 间 域 ( 即 开 为 域 并 且 三 MM 三 KX)， 

(5) 设 天 为 任意 域 , 则 存在 域 使得, (oa) 2/K 为 代数 扩张 ,(5) KK[zx] 
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中 每 个 非 零 多 项 式 (x) 在 中 均 有 根 .( 这 也 等 价 于 说 ;f(x) 的 全 部 根 均 在 
之 中 ,或 者 还 可 说 成 ,f(z) 在 Lzj 中 分 解 成 一 些 一 次 多 项 式 之 积 。) 我 们 称 
Q 是 玉 的 代数 闭 包 。 友 的 任意 两 个 代数 闭 包 都 是 同 构 的 . 即 下 的 代数 闭 包 本 
质 上 只 有 一 个 。 如 果 域 下 等 于 它 的 代数 闭 包 22, 则 称 天 是 代数 封闭 域 。 熟知 
的 复数 域 C 是 代数 封闭 域 .。( 注 意 ,:C/Q 是 超越 扩张 。 例 如 e,7，, log 2 均 在 Q 
上 超越 ,但 是 Q 在 C 中 有 唯一 的 代数 闭 包 。) 

(6) 设 天 为 域 ,2 为 下 的 一 个 代数 闭 包 ， 对 于 每 个 0 六 (zx) E€ KL[x], deg 
fz)=n 之 1。 则 了 (x)=a(z 一 Q0)…(z 一 a,),Q1,'… ,a, E09,q 为 f 的 首 项 
系数 ， 我 们 称 扩 (ac ,a,) 为 f(z) 在 上 的 分 裂 域 ， 这 也 是 2/K 的 最 小 
中 间 域 ,使 得 f(x) 在 其 上 可 分 解 成 一 次 多 项 式 之 积 ， 如 果 8 和 02' 是 KK 的 
两 个 代数 闲 包 ,NWN 入 ' 分别 是 全 和 8' 中 f(x) 在 KK 上 的 分 裂 域 , 则 入 和 
N' 同 构 。 换 句 话说 ,f(z) E K[x] 在 及 上 的 分 裂 域 本 质 上 只 有 一 个 ， 

(7) 设 正 为 域 ,人 为 尺 的 代数 闲 包 f(z) 为 K[x] 中 不 可 约 首 一 多 项 式 ， 
(x)=(x—a).(v—an) ,n=degf>1,a:E QQ, 令 a=al, F=K(a). 则 
对 每 个 i(1 志 i 委 n) 均 存在 唯一 的 K- 杠 入 gi: 了 下 ,使 得 gp; (a) 二 a;。 并且 
经 个 让 - 杠 入 五 一 均 有 如 此 形式 。 于 是 下 到 4 中 的 下 -人 人 个 数 等 于 a 的 
极 小 多 项 式 f(x) 的 相 异 根 个 数 。 元 不 a; 均 叫 作 是 a 的 K- 共 罗 元 素 , 


最 后 谈 域 扩张 的 可 分 性 . 设 政 为 域 ,f(z) EF[zx1,degf 之 1 称 f(z) 为 F 
上 (或 fF[xJ 中 ) 可 分 多 项 式 , 是 指 f(x) 在 FLxJ 中 的 每 个 不 可 约 因 子 均 没 有 
重 根 。 例 如 f(x) 二 x 一 2 z+ 十 1 是 Q 上 的 可 分 多 项 式 。 因 为 六 xz) 在 Q[xj 中 
的 不 可 约 因 子 x 一 1 没有 重 根 ， 

可 以 证 明 , 如 果 下 是 特征 为 零 的 域 , 则 Ffxj 中 每 个 多 项 式 均 是 可 分 的 ， 
而 当 了 五 的 特征 为 素数 p 有 时 ,对 于 每 个 4EF, 如 果 a FF?=={b?1bE FF}, 则 ?一 
a 便 是 FE[z] 中 一 个 不 可 分 的 不 可 约 多 项 式 ， 

设 五/F 是 域 的 代数 扩张 ,aE 吾 . 称 a 在 F 上 可 分 ,是 指 a 是 F[x] 中 基 个 
可 分 多 项 式 的 根 ， 这 也 相当 于 说 a 在 上 的 极 小 多 项 式 无 重 根 。 如 果 加 中 
每 个 元 崇 在 户 上 均 可 分 , 则 称 至/ 不 为 可 分 扩张 。 可 分 扩张 有 如 下 一 些 重 更 
性 质 ， 

(三 ) (1) 有 限 可 分 扩张 必 为 单 扩张 。 

(2) 设 /了 为 有 限 可 分 扩张 ,B= 了 Pa).[B:Pj]=n。 f(z) 为 a 在 FF 上 
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的 极 小 多 项 式 . 则 f(x)==(3 一 a0) (rv 一 0%) ;QiEOQ2(0 为 的 代数 闭 包 ),a 
一 aol。 而 ac 的 了 - 共 轿 元 素 ai(1< 和 :和 0) 两 两 不 同 。 从 而 恰好 有 交 个 下 - 嵌 人 
pi: 一 人 ,其 中 F(a) Ci 


设 玉 /F 是 域 的 代数 扩张 .a€E 加 , 称 a 在 上 纯 不 可 分 ,是 指 a 在 上 的 
极 小 多 项 式 f(z) 在 五 的 一 个 代数 阴 包 日 中 只 有 一 个 根 a。 这 也 相当 于 说 ， 
f(x) 在 Q[z] 中 分 解 成 f(x) 二 (zf 一 a)",m 一 degf(x)、 例如; 五 中 每 个 元 素 
在 上 均 是 纯 不 可 分 的 ( 取 % 二 1)。 又 如 ;: 令 耳 二 (42?), 了 = 二,(t)， 则 元 
素 二 ?EB 在 F 上 的 极 小 多 项 式 为 f(z)=zx? 一 t, 它 只 有 一 个 根 二 /?，(w? 一 
t=(% 一 上 3?)?) 从 而 如 ?在 F(t) 上 纯 不 可 分 。 如 果 五 中 每 个 元 素 在 上 均 
纯 不 可 分 , 则 称 如 /FF 为 缉 不 可 分 扩张 。 

(四 ) (1) 设 吾 /F 为 域 的 代数 扩张 , 令 对 ={aE Bla 在 F 上 可 分 }， 则 
MM 是 忆 /F 的 中 间 域 ,并 且 M/F 为 可 分 扩张 , 巡 / 于 为 纯 不 可 分 扩张 。 

(2) 设 /FF 是 有 限 纯 不 可 分 扩 瀛 。 如 果 畏 夺 , 则 互 ( 从 而 了 F) 的 特征 必 
为 素数 p, 并 且 有 gg 二 p(l 之 1) ,使 得 如“ 三 万 。 
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